% re 





j Ä 

| nal 
Journa 

für die 

\ 3 : 

E r ‚ " 
reine und angewandte Mathematik 
j 

’ gegründet von A. L. Crelle 1826. 

4; Herausgegeben 

3 

| unter Mitwirkung der Herren 

Frobenius, Hettner, Knoblauch, Lampe, Schottky, Schwarz 

| Kk. Hensel. 
[ Mit tätiger Beförderung hoher Königlich Preußischer Behörden. 
Band 15393. 


In vier Helten. 








Berlin. 


W.35. Lützowstraße 107/8. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 


1908. 


N 


N 





a 





Inhaltsverzeichnis des Bandes 133. 


Appell, P., Sur la tendance des systemes materiels a «chapper au frottement 
Hazzidakis, J. N., Über die Kräfte, die Kegelschnitte als Bahnen hervorrufen 
Horn, J., Über die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differen- 
tialgleichungen 
Jahnke, E., Über orthogonale Substitutionen und die Differentialrelationen 
zwischen den Thetafunktionen von zwei Argumenten 
Jung, H. W. E., Darstellung der Funktionen eines algebraischen Körpers zweier 
unabhängigen Veränderlichen x, 4 in der Umgebung einer Stelle 
za, yb 
Koenigsberger, Leo, Über die Elimination von Variabeln zwischen den 
Legrangeschen Gleichungen der Dynamik 
Pirondini. 6., Sur la theorie generale des radiales et des anti-radiales 
Rethy, M., Über Stabilität und Labilität eines materiellen Punktes im wider- 
strebenden Mittel . 
Thome, L. W., Über simultane lineare Differentialgleichungen 
— Schlußbemerkune in betreff der vom Verfasser in diesem 
Journal veröffentlichten Abhandlungen über lineare 
Differentialgleichungen 
Voronoi, G., Nouvelles applications des parametres continus a la theorie des 
[ormes quadratiques 
Druckfehlerverzeichnis der Arbeiten von ©. Perron (Bd. 132) und @. Voronoi 
(Bd. 135 


Namenverzeichnis 


Seite 


Im } 


179 


-- 


284 








Uber simultane lineare Differentialgleichungen. 


Von Herrn /L. W. Thom in Greifswald. 


Die Untersuchungen über simultane lineare Differentialgleichungen, 
welche in der Abhandlung des Verfassers in Band 131 dieses Journals an- 
gestellt sind, werden in der folgenden Arbeit weiter fortgeführt und ab- 
geschlossen. Es handelt sich darum, wie in der Einleitung der genannten 
Abhandlung gesagt ist, die Integration der simultanen linearen Ditterential- 
gleichungen auf diejenige von einzelnen homogenen linearen Differential- 
gleichungen zurückzuführen. Dort war der Hauptfall behandelt, wobei 
man nur auf eine einzige einzelne homogene lineare Difterentialgleichung 
zurückkommt. Wenn man von der Voraussetzung für denselben absieht, 
so ergibt sich bei derselben Richtung der Untersuchung das Zusammen- 
bestehen einer einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung mit simul- 
tanen nicht homogenen linearen Differentialgleichungen in entsprechend ge- 
ringerer Anzahl. Die Integration letzterer Differentialgleichungen kommt 
auf diejenige der zugehörigen simultanen homogenen linearen Differential- 
gleichungen zurück. Diese werden dann nach demselben Verfahren weiter 
behandelt. Bei ein- oder mehrwertigen algebraischen Koeffizienten in den 
simultanen linearen Differentialgleichungen lassen sich auf diese Weise die 
wesentlichen allgemeinen Eigenschaften der Integrale aus den für einzelne 
homogene lineare Differentialgleichungen mit Koeffizienten derselben Art 
bekannten Eigenschaften herleiten, und es wird die Integration auf diejenige 
letzterer Differentialgleichungen zurückgeführt. — 

Mit dieser Abhandlung haben die Untersuchungen des Verfassers 
über lineare Differentialgleichungen, die in Band 74 dieses Journals anfangen, 
einen natürlichen Abschluß erreicht. Es kam im Verlauf derselben darauf 
an, die Integration von linearen Differentialgleichungen mit ein- oder mehr- 
wertigen algebraischen Koeffizienten auf Grund der Darstellung der Integrale 
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bei den singulären Punkten zu vollziehen, so lange nichts Spezielles über 
den Ursprung und die Natur der Differentialgleichungen bekannt ist. Diese 
Untersuchungen haben im Anschluß an die Arbeiten von Fuchs über reguläre 
lineare Differentialgleichungen zur Integration von solchen linearen Differential- 
gleichungen geführt, deren Analyse spezielle Konvergenzbetrachtungen nicht 
erfordert. 


1. 


Zurückführung der Integration eines Systems von m simultanen homogenen 

linearen Differentialgleichungen auf die Integration einer einzelnen homogenen 

Iimearen Differentialgleichung und eines Systems von weniger als m simultanen 
nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 


Die m simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen seien 





dy 
= =h (y,%,..2), 
du 

’ en) 

(1. 
dz 
de Im (Yy ty... 2), 
Wo 
(2.) Yu... Da, y+aau+ + +a,: (r=1,...m) 


ist. Die Koeffizienten «a, hängen von x ab und sollen die in Abhandlung 
Bd. 131 Nr. 1 dieses Journals angegebene Eigenschaft haben, aber vorzugs- 
weise als rationale Funktionen von x oder rationale Ausdrücke von x und 
einer irreduktibeln ganzen algebraischen Funktion S betrachtet werden. 
Aus (1.) folgt durch Differentiation 


di 6 
(3.) J = hly%ı:.. z), 


dx 


dy of 


d® ex 


(4.) + lfufr m) RrlyyW...2), 
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d’y "6öR 


d® 60x 


+ (folae W)=Rhte2), 


dy OF, u | 
—_/ 5 1 BEE = / „Use Z)e 
(6.) dr pr + 8-1 (firfers- fm) ‚(yıt, ) 
Es sei 
(7.) F.(y,u,..DJ)=b,y+A,u+-+4A, 12 rasl,... m) 


gesetzt, dabei #,=f,. Also besteht das Gleichungssystem 


(8.) I=by+A, u+.++ÄA, FT 7 (r=1,...m) 


Aus demselben folgt 


dy 
2 — by Au Be Ba 
l. 
Fa m b, y A,, ... A, — 
(9.) Ih =; 
d"“ y 
dx, ” b, Y Auı j A, m—] 
Wenn die Determinante 
hi - A, m—1 
) i 26 A, m—| 
(10.) 
A, 1 ice ER m—1 


nicht identisch verschwindet, so ist (9.) eine homogene lineare Differential- 
gleichung: m-ter Ordnung für y, und durch Auflösung der m—1 ersten 
dy 


- bis 
x 


Gleichungen (8.) erhält man ” bis x linear und homogen durch 


dein , L ’ E v R . - 
Te ausgedrückt. Falls bei einer der m Variablen y,«v bis x die (10.) 


I; d 


]* 
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entsprechende (n — 1)-reihige Determinante nicht identisch verschwindet, so 
ist dies der in Abhandlung Bd. 131 dieses Journals behandelte Fall. Der- 
selbe tritt nach dem a. a. O. Nr. 2 III Nr. 3 Gesagten im allgemeinen auf. 

Hier wird von dieser Voraussetzung abgesehen und direkt das Gleichungs- 
system (8.) behandelt. Es wird die Matrix 


(11.) Au: An, o.. A, 1 (r=1,..m) 


betrachtet. Wenn für r=1 alle Elemente in (11.) verschwinden, so genügt 
y der Differentialgleichung 


day 
dx 


(12.) —b,y—=d. 


Wenn für r—=1 nicht alle Elemente in (11.) verschwinden, so soll 
aus den Zeilen (11.) für r=1 bis 4—1 eine (A— 1)-reihige Determinante 
hervorgehen, welche nicht identisch verschwindet; als solche kann folgende 
angesetzt werden: 


(13.) . =D; 


Aus Anna es As 


und es sollen die A-reihigen Determinanten 


A, A, au A, 1 A,,; 
A A, en A, A—1 A, 


(14.) ’ | (e1,..m-l) 


A, -1,1 A,_,2 ; A,_, I—1 A: 


A, 1 A, 2 PM A, Aust A ‘ : 


alle verschwinden. Für A=m verschwindet die Determinante (14.) bei be- 
liebigen A. Dann folgt aus den A ersten Gleichungen (8.): 
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D 
di 
> —b,y Al; A. . Auı- 
2 
4 —b,y A, A, IA Az ı-ı 
er d. —(, 
d*ı 
TE —Yy An, Au Ay 


Diese Differentialgleichung, in welcher also 4>1 ist, sei auf die Form 
(16.) Tat + pP, 


gebracht; bei A=1 soll (16.) die Differentialgleichung (12.) sein. Die 
Koeffizienten p sind rationale Ausdrücke der «,, in (2.) und deren Ab- 
leitungen, demnach, wenn die «,, rationale Funktionen von x sind, oder 
rational © und die algebraische Funktion S enthalten, so sind die p Ausdrücke 
derselben Art. 

Bei >1 sei aus der Reihe der m—1 Variablen bis z die (A—1)-te 
durch s, die 4-te durch ? bezeichnet. Dann ergeben sich aus den 4—1 
ersten Gleichungen (8.) die —1 Funktionen « bis s unter der Form 


ag Y 


r,)—1 dat! 


+ N,; [+ 4 en ı ? h (r=1,..4-1) 


1 f dy 
(17.) D,, ey u th 


wo in bezug auf D,_, und die Koeffizienten / das von den Koeffizienten p 
in (16.) Gesagte gilt. Die Ausdrücke (17.) für die Variablen v bis s 
werden nun in die Differentialgleichungen (1.) für 2 bis z eingeführt. Die- 
selben nehmen dadurch die Form an: 





dt r 

zus (t,...2)+ Bi 
(18.) | 

dz 7 

Tu Inne) + Fazas 


wo 
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(19.) 1b, +. +6,m12; 
r > dy d’'y (r=1,...m—/) 
(20.) r, -_ Cu Y + G,1 zer . + C,, u 


ist, von den Koeffizienten d,,,c,, das gilt, was in bezug auf die p (16.) 
gesagt ist. Wenn in (16.) A=1 ist, so kommt (17.) nicht vor, die Diffe- 
rentialgleichungen (18.) sind die aus (1.) von 7, an bis 2: 


ist A=m, 80 
kommt (18.) nicht vor. 

In einer beliebigen Lösung y, « bis z der simultanen Differential- 
gleicehungen (1.) sind wegen der 4—1 ersten Gleichungen (8.) und der 
über D,_, (13.) gemachten Voraussetzung nicht alle Funktionen y, t bis : 
gleich Null. Jede Lösung y,%,...5,4,...2 des Systems (1.) tritt nun unter 
der Form auf: y,t,...z und bei A>1 für v bis s die Ausdrücke (17.), wo 
y die homogene lineare Differentialgleichung 4-ter Ordnung (16.) erfüllt, 
die m — 4 Funktionen ? bis z den m — 4 simultanen nichthomogenen linearen 
Ditferentialgleichungen (18.) genügen. 

Und umgekehrt: y erfülle der homogene lineare Differentialgleichung 
4-ter Ordnung (16.), die Funktionen / bis x sollen die m—i simultanen 
nichthomogenen linearen Differentialgleichungen (18.) befriedigen. Hierbei 
mögen einzelne, aber nicht alle Funktionen y, ? bis z gleich Null sein. Bei 
.>1 seien die —1 Funktionen « bis s durch die A—1 Ausdrücke (17.) 
gegeben oder damit gleichbedeutend durch die A—1 ersten Gleichungen 
(8.); dann ist wegen (13.), (14.), (15.) auch die A-te Gleichung (8.) erfüllt. 
Aus dem System (1.) sind jetzt die Differentialgleichungen 


day | dt dz ; 
(@1.) Fi © dx = fan da Im 


befriedigt. Nun ergibt sich durch Differentiation der ersten Gleichung (8.) 
wegen (4.), durch Differentiation der zweiten Gleichung (8.) wegen (5.) usw.: 


u (ht (-)=0, 


dx 
ds 


l 
A;, (-h)t + An 7 h)=0, 


au ; 


AG) rn (GE )=0 
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Also sind auch die übrigen A— 1 Differentialgleichungen aus dem Systeme (1.) 


du , ds 
(23.) da bs Bi da fi 
erfüllt. 

Damit ist die Integration des Systemes (1.) zurückgeführt auf die 
Integration der einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung 4-ter 
Ordnung (16.) und die Integration des Systems von m—ı simultanen nicht- 
homogenen linearen Differentialgleichungen (18.), wobei einzelne. aber nicht 
alle m—4A-+1 Funktionen y, £ bis z gleich Null sein können. 

Die Integration der simultanen nichthomogenen linearen Differential- 
gleichungen (18.) kommt unter Anwendung der Methode der Variation der 
Konstanten (vgl. Nr. 21) zurück auf die Integration der simultanen homogenen 
linearen Differentialgleichungen (18.), nachdem dort die Y gleich Null gesetzt 
sind. Auf dieses System sind dann dieselben Betrachtungen anzuwenden. 

Letzteres System ist 





dt 
9 (hy. 2), 
(24.) 
dz ü 
Ir =49,-,(b,...2), 
wo 
(25.) I, = tt +b, mi? (=1,..m-4) 


Die Koeffizienten 5 sind rationale Funktionen von x, bezüglich ent- 
halten © und die algebraische Funktion S rational, wenn dies bei den 
Koeffizienten «,, (2.) der Fall war, und werden vor jeder Integration bekannt. 
Das System (24.) kann in mehrere von einander unabhängige Systeme zer- 
fallen, sodaß die abhängigen Variablen, die in dem einen Systeme vorkommen, 
nicht auch in dem anderen sich finden. Wird das vorhin angegebene Ver- 
fahren auf (24.) angewandt, so wird dadurch gleichzeitig jedes der letzteren 
Systeme für sich behandelt. Auf diese Weise wird fortgefahren, bis in 
einem System von k simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen 
die (10.) entsprechende (k—1)-reihige Determinante nicht verschwindet, oder 
bis ein solches System vollständig in einzelne Differentialgleichungen (erster 
Ordnung) zerfällt. 
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Die (m — 1)-reihige Determinante (10.) bei y und die entsprechenden 
(m — 1)-reihigen Determinanten bei den Variablen « bis z verschwinden 
alle, wenn von keiner der Variablen y, v bis z m linear unabhängige Inte- 
grale in dem Systeme (1.) vorhanden sind. Ein solches System ist bei- 
spielsweise 





dy 
I _eM,! 
dx 1 
du 
ri AyYyrAaı, 
e. dw 
(26.) Ep — (4, Yy+ 430 + 432, 
dw 
— A404 4,27, 
dx 
dz 
—=(..7, 
dx | 


Dieses System zerfällt nicht in getrennte Systeme. Von y und 2 
kommt nur je ein Integral vor; von « kommen nicht mehr als zwei Inte- 
grale vor (bei y=0 und y aus der ersten Differentialgleichung); ebenso 
von w; von » kommen nicht mehr als drei Integrale vor (bei y=0, :—=0; 
y=0,2; z=0, y). Im ähnlicher Weise können solche Systeme für m >2 
gebildet werden. 


‘) 


ud a 


ie Form der Integrale der simultanen homogenen linearen Differentral- 


gleichungen bei den singulären Punkten. 
I. Zunächst werden folgende bekannte Sätze angeführt. 
A) (1.) Braun (r=1,..m) 


sei ein System von Lösungen der simultanen homogenen linearen 
Differentialgleichungen Nr. 1 (1.), dessen Determinante nicht identisch 
verschwindet — Fundamentalsystem, vgl. Abh. Bd. 131, Nr. 1; — dann 
hat diese Determinante ./ den Ausdruck 


. f (a + Asy tr. + Amm ) dx 
(2.) A=ce 3 


wo c eine Konstante ist. 
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B) Das System simultaner nichthomogener linearer Differential- 


gleichungen 
dı i 
re “pe +A,. 
du i 
(3) zen 
dz 
dem ft 





liege vor. Wenn die Determinante 


Yır+ Yr—ı €, Yrıc+ N, 


7 7 e. u 7 


ee 1 + ee 


(4.) Fa Prien ug 


n_ 


- n. - 
OO Won “r4]j’t0 4 


gesetzt wird, worin z,=0(ez?r),e.=1 ist, so sind nach der Methode der 
Variation der Konstanten die Lösungen von (3.) (s. Abh. Bd. 131 Nr. 5): 


Y = y Iyı/ a dx B= ..o -+ ms e. A, da) | 


“ nr 7, / datt N de "Stde), 





wobei zu den Integralen beliebige Konstanten addiert werden. 

C) In einem Kreise, in welchem die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) 
einwertige und stetige analytische Funktionen sind, besteht ein Fundamental- 
system von m Lösungen des Systems Nr. 1 (1.), welche dort einwertige und 
stetige analytische Funktionen sind (vergl. Abhdlg. Bd. 131 Nr. 4 II A.). 

II. Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) seien rationale Funktionen von z. 
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A) Die Funktion y aus irgend einer Lösung der simultanen homogenen 
linearen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) genügt der Differentialgleichung 
Nr. 1 (16.). In derselben Weise wie für y kann für jede der Variablen 
bis x die der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) entsprechende aufgestellt 
werden. 

Es werde ein ganzer rationaler Ausdruck nullten oder höheren 
(srades von log («— «) mit Faktoren der Logarithmenpotenzen, die Potenz- 
reihen in bezug auf «—c«a sind, in welehen die Exponenten sich nur um 
ganze Zahlen von einem Werte ge unterscheiden, zur Abkürzung ein 
kanonischer Ausdruck genannt, o der Gruppenexponent. 

Ein Integral der Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) bei einem 
Punkte x=a ist eine homogene lineare Verbindung mit konstanten 
Koeffizienten von kanonischen Ausdrücken; entsprechend bei « bis z. 

Wenn nun bei einem singulären Punkte @=«a des Systems Nr. 1 (1.) 
(vergl. Abhdlg. Bd. 131, Nr. 4 II B) in einem durch «=a gelegten Kreise, 
innerhalb dessen die Koeffizienten «,, (Nr. 1 (2.)) einwertig und stetig sind, 
ein Fundamentalsystem von nm Lösungen des Systemes Nr. 1 (1.) genommen 
wird, so stellen sich in jeder dieser Lösungen die Funktionen ybisz in 
der Umgebung von @ als homogene lineare Verbindungen mit konstanten 
Koeffizienten von kanonischen Ausdrücken dar. Der einzelne Faktor einer 
l.ogarithmenpotenz in einem solehen Ausdrucke hat die Form (— «ı)* g(x). 
Die Funktion (x) bleibt in einem einfach zusammenhängenden Gebiete, 
welches außer «=a« keinen singulären Punkt des Systems Nr. 1 (1.) enthält, 
abgesehen von „=a einwertig und stetig. Denn wenn in der einzelnen 
Ditferentialgleichung, wie Nr. 1 (16.) für y, in diesem (rebiete noch andere 
singuläre Punkte vorkommen, so können dieselben dort nur außerwesentlich 
singuläre sein, wie aus dem Zusammenhange der Gleichungen Nr. 1 (16.), 
(17.), (18.) mit dem Systeme Nr. 1 (1.) nach dem in IC) Gesagten sich 
ergibt. Nun kommen die linearen Relationen zwischen den Faktoren der 
Logarithmenpotenzen in Betracht (vgl. Abh. Bd. 96 S. 187). 

B) Wird eine der vorhin genannten m Lösungen des Fundamental- 
systems in die Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) eingesetzt, so ergibt sich, 
daß auch jeder Teil dieser Lösung, in welehem der Gruppenexponent bei 
den Funktionen y, © bis ein und derselbe ist, für sich eine Lösung bildet; 
dabei können einzelne, aber nicht alle Funktionen y, v bis x gleich Null 
sein (Abh. Bd. 74, Nr. 1 (5.) dieses Journals). 
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In einer Lösung, in welcher ein und derselbe Gruppenexponent vor- 
kommt, sei die höchste Logarithmenpotenz, welehe mit nicht verschwindendem 
Faktor auftritt, die n-te, » >00, wobei dieselbe in einigen, aber nicht in 
allen Funktionen y, v bis z mit dem Faktor Null sich vorfinden kann. Dann 
ergibt sich weiter aus dem System Nr. 1 (1.), da die Faktoren gleich hoher 
Logarithmenpotenzen auf beiden Seiten übereinstimmen müssen, daß die 
Faktoren der n-ten Logarithmenpotenz für sich eine Lösung des Systems 
Nr. 1 (1.) bilden (vgl. Abh. Bd. 74 Nr. 2). 

Nun werden aus dem angenommenen Fundamentalsystem bei jedem 
Gruppenexponenten die sich ergebenden linear unabhängigen Lösungen heraus- 
genommen, darunter wenigstens eine ohne Logarithmen. 

Dann ist durch die Gesamtheit dieser Lösungen linear und homogen 
mit konstanten Koeffizienten jede beliebige Lösung darstellbar. Dieselben 
sind m linear unabhängige Lösungen und bilden ein Fundamentalsystem, da 
diese Lösungen sukzessive durch die Lösungen des ursprünglichen 
Fundamentalsystems zur Darstellung jeder beliebigen Lösung ersetzt werden 
können. 

Bei 2=x tritt 2 t, t=() ein, wodurch man auf dasselbe Resultat 
kommt. 

Ill. Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) sollen « und die irreduktible 
ganze algebraische Funktion S rational enthalten, 


Dann wird bei einem Z-blättrigen Windungspunkte 2 =«a (RT>1) 
(x A } (be; (IN — "\) oeset; ı ine lureh [=0 oeehende 
(@—a)k={ (bez. \-)?2=$) gesetzt und In einem durch „= gehenden 


Kreise, innerhalb dessen die Koeffizienten «,, einwertig und stetige sind, ein 

von 5 abhängendes Fundamentalsystem genommen, wie in 11. A). Hieraus 

erhält man durch dieselben Betrachtungen wie in Il. für die Umgebung 

von ©=0 ein Fundamentalsystem von Integralen durch kanonische Ausdrücke 

von den in 11. A) und B) angegebenen Eigenschaften. In diese ist damn 
1 


LÜ 


für Z wieder (x —«a)* einzuführen. 


‘) 


Os 
Die einzelnen homogenen linearen Difjerentralglerchungen, auf welche die Inte- 
gration von simultanen homogenen linearen Difierentialgl: schung: n zurückkommt. 


I. Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) sollen rationale Funktionen 
von x sein. 
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A) Die Integrale des Systems Nr. 1 (1.), deren Form bei den sin- 
gulären Punkten in Nr. 2 gegeben ist, seien regulär. Dann ist die Differential- 
gleichung Nr. 1 (16.) eine reguläre Differentialgleichung und die Integrale 
t bis z aus dem Systeme simultaner homogener linearer Differentialgleichungen 
Nr. 1 (24.) sind regulär. 

Und umgekehrt: die Integrale der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) 
und des Systemes Nr. 1 (24.) seien regulär. Dann ergeben sich die Inte- 
grale aus dem Systeme simultaner nichthomogener linearer Differential- 
gleichungen Nr. 1 (18.) gleichfalls als regulär, wie aus dem in Nr. 21. 
Gesagten hervorgeht. Es sind dann auch die Ausdrücke Nr. 1 (17.) für 
ı bis s regulär. Demnach sind alle Integrale des Systems Nr. 1 (1.) regulär. 

Um daher zu prüfen, ob die Integrale des Systems Nr. 1 (1.) regulär 
sind, ist zunächst die Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) zu ermitteln 
und zuzusehen, ob dieselbe regulär ist. Dann ist das System Nr. 1 (24.) 
aufzustellen und dieses in derselben Weise zu behandeln, also zunächst aus 
demselben die Differentialgleichung für / herzustellen und diese in bezug 
auf die Regularität zu prüfen; u. s. w. 

B) Der Differentialausdruck in der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) 
sei durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar. In der- 
selben Weise, wie aus dem System Nr. 1 (1.) die Differentialgleichung für 
y Nr, 1 (16.) hergeleitet ist, seien die entsprechenden Differentialgleichungen 
für « bis 2 hergestellt. Es sei der Differentialausdruck in jeder dieser 
Differentialgleichungen durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar. 

Wenn in einer Differentialgleichung ? (y,2)=0, in welcher P(y,x) 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, die Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung #(y,2)=0 mit rationalen 
Koeffizienten und dem Koeffizienten der höchsten Ableitung gleich 1 ent- 
halten sind, so ist auch #(y,x) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar mit determinierenden Faktoren aus dem Systeme & (y,.«) 
(Abhdlg. Bd. 96, Nr. 221, 222). 

Aus der Voraussetzung folgt daher, wenn man aus dem Systeme 
Nr. 1 (24.) die Differentialgleichung für / herleitet, daß auch deren Differential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 
Überhaupt ergibt sich, in welcher Reihenfolge auch in bezug auf die Variablen 
y,ubis 2 die Reduktion des Systemes Nr. 1 (1.) nach dem in Nr. 1 an- 
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gegebenen Verfahren vorgenommen wird, daß man immer auf solche einzelnen 
homogenen linearen Differentialgleichungen kommt, bei denen der Differential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 

Falls in Nr. 1 (16.) =m ist und der Differentialausdruck in 
Nr. 1 (16.) durch ein System normaler Differentialausdrücke sich darstellen 
läßt, so folgt hieraus, dab die Voraussetzung erfüllt ist. Denn nun ergeben 
sich die übrigen Variablen ” bis z durch die Ausdrücke Nr. 1 (17.), in 
welchen nur y. nieht f bis z vorkommt. Aus einem solehen Ausdruck läßt 
sich aber für jede dieser Variablen, z. B. für ”, eine Differentialgleichung 
L(")=0, welcher die Funktion v genügt, herleiten, worin L(”) durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, woraus nach dem 
vorhin Gesagten die Behauptung hervorgeht. Für die Herstellung von 7 () 
aus dem Ausdrucke Nr. 1 (17.) für » kommt folgendes in Betracht. Wenn 
aus einer homogenen linearen Differentialgleichung für y /(y. x) = 0 diejenige 
hergeleitet wird; welche die erste Ableitung der Integrale und nur diese zu 
Integralen hat, so ist deren Differentialausdruck durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar, wenn dies bei M (y, x) der Fall war 
(vergl. Abhdlg. Bd. 119, 8. 147). Für ein Produkt Y=/ty, wo Ä# eine 
rationale Funktion von x, erhält man die Differentialgleichung AM (RAT I.) =V0, 
worin RM(RTF,x) durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar ist. Für die Summe „+Y9%=F, wo P(y,2)=0 und F (,.)=0 
ist, >? und % durch Systeme normaler Differentialausdrücke sich darstellen 
lassen, ergibt sich eine Differentialgleichung A(F,2)=0, in welcher A 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist (Abhdlg. 
Bd. 96, 8. 216, 222). 

II. Die Koeffizienten «,, Nr. 1 (2.) sollen rational © und die irre- 
duktible ganze algebraische Funktion S enthalten. 

Dann gilt das in 1. A) über ein Svstem Nr. 1 (1.) mit regulären 
Integralen Gesagte ebenso, indem bei einem ZA-blättrigen Windungspunkte « 
(R>1) (x - a) - —[ gesetzt wird. 

Das in I. B) Gesagte gilt gleichfalls für Systeme im Bereiche > 
normaler Differentialausdrücke (Abhdlg. Bd. 122, Nr. 1) und auch für Systeme 
verallgemeinerter im Bereiche S normaler Differentialausdrücke (Abhdlg. 
Bd. 123, Nr. 1, 2, 3). 

Ill. Bei der Reduktion des Systemes Nr. 1 (1.) nach dem in Nr. 1 
angegebenen Verfahren werden die eingehenden einzelnen Differential- 
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eleichungen vor jeder Integration bekannt. Je nachdem die Reihenfolge 
der Variablen y, » bis x bei dieser Reduktion gewählt wird, werden die 
eingehenden einzelnen Differentialgleichungen verschieden, und dieses kann 
besonders in bezug auf die Ordnung der Differentialgleichungen der Fall 
sein. Man wird daher zusehen, bei welcher Reihenfolge die Integration der 
eingehenden einzelnen Differentialgleichungen sich am einfachsten gestaltet. 


4. 
Die Integrale der sımultanen homogenen linearen Difierentralgleichungen. 
I. Die Difterentialgleichung Nr. 1 (16.) habe die 4 linear unab- 
hängigen Integrale y,(@ = 1,...2). 
y, wird in das System Nr. 1 (18.) eingesetzt. Dann sei eine Lösung 
dieses Systems (vgl. Nr. 21) 1, bis 2, %4, werde gleich Null gesetzt. 
Kin Fundamentalsystem von ım—4 Lösungen des Systems Nr. 1 (24.) sei 


/,,, bis z,,,(oe=1,..m-— 4) Die zusammengehörigen Werte y;, 4 bis x 
k=1l,...m) werden in Nr. 1 (17.) eingesetzt; so ergeben sich v, bis s;. 
Dann ist nach Nr. 1 durch 


de 1m m 


[ l 
,% y=F0cYy, U= 3U,..2=8G2, 
1 


l 
wo die c, Konstanten sind, die vollständige Lösung des Systemes Nr. 1 (1.) 
cegeben. Hieraus folgt, wie in Nr. 2 Il. B) (Schluß), daß diese m Lösungen 
linear unabhängig sind. Dasselbe ergibt sich direkt. 

Il. A) Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) seien rational. 

jei einem singulären Punkte @=« des Systemes Nr. 1 (1.) sei von 
dem Systeme Nr. 1 (24.) ein Fundamentalsystem von m— 4 Lösungen unter 
der in Nr. 2 II B) angegebenen Form aufgestellt, so daß in der einzelnen 
Lösung ein und derselbe Gruppenexponent besteht und unter den Lösungen 
mit demselben Gruppenexponenten eine ohne Logarithmen ist. 

Aus der Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) mögen « linear 
unabhängige Integrale mit einem und demselben Gruppenexponenten 7 
hervorgehen. Diese werden in das System Nr. 1 (18.) eingesetzt und bei 
der Integration nach der Formel Nr. 2 (5.) wird in der Entwicklung der 
durch das Integralzeichen ausgedrückten Funktionen das konstante Glied 
annulliert. Hierdurch entstehen « Lösungen des Systems Nr. 1 (18.) mit 
dem Gruppenexponenten ". Die zusammengehörigen Werte y,tbisz werden 





Eu 
g 
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in Nr. 1 (17.) eingesetzt. Auf diese Weise ergeben sich im ganzen 
ce Lösungen des Systems Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten 7. 

Das für das System Nr. 1 (24.) aufgestellte Fundamentalsystem von 
Lösungen enthalte ‚3 (#0) linear unabhängige Lösungen mit dem Gruppen- 
exponenten ?. Dieselben werden bei y=0 in Nr. 1 (17.) eingesetzt. Für 
das System Nr. 1 (1.) erfolgen 5 Lösungen mit dem Gruppenexponenten 7. 
Im ganzen gehen dadurch «@-+ 5 linear unabhängige Lösungen (vgl. 1.) des 


er u ee] 


Systemes Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten ” hervor, 

Ist ” von Null verschieden, so ist unter denselben bei =0 bereits 
eine ohne Logarithmen. Ist #=0, so soll unter den « Integralen y von 
Nr, 1 (16.) mit dem Gruppenexponenten ” eines ohne Logarithmen sein. 
Diesem entspricht nach dem Vorhergehenden eine Lösung des Systems 
Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten 7, und diese Lösung ist gleichfalls 
ohne Logarithmen. Denn sonst ergäbe die höchste Logarithmenpotenz in 
dieser Lösung mit nicht in allen Funktionen y, « bis z verschwindenden 
Faktoren durch diese Faktoren für sich eine Lösung (Nr. 2 II. B)) mit 
y=0(, dann wäre nicht %=V0. 

Durch sukzessive Anwendung dieses Verfahrens ergeben sieh die 
linear unabhängigen Lösungen des Systems Nr. 1 (1.) mit demselben Gruppen- 


exponenten und darunter eine ohne Logarithmen. 
Bei 2=® erhält man dasselbe nach Substitution von x 


f 


B) Die Koeffizienten «, 


Ss 


in Nr. 1 (2.) sollen rationale Ausdrücke von 


x und der irreduktiblen ganzen algebraischen Funktion S sein. Dann wird 
l 

bei einem Z-blättrigen (> 1) Windungspunkte (v— a)? ={ gesetzt in Nr. 1 

(16.), (17.), (18.), (24.), worauf sich dasselbe Resultat wie vorhin ergibt. 

Ill. Zur Darstellung der Integrale und der Substitutionen bei der 
Fortsetzung. 

A) Die Koeffizienten «,, in Nr. 1 (2.) seien rational. 

Bei der Integration des Systemes Nr. 1 (18.) nach der Methode der 
Variation der Konstanten (Nr. 2 I) gilt über die Entwicklung der Integrale, 
die Fortsetzung durch Umgang um «=«, die allgemeine Fortsetzung und 
die Wertbereehnung das in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 I. B) über simultane 
nichthomogene lineare Differentialgleichungen Gesagte. 

Bei den Integralen y der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) (ent- 
sprechend für « bis z) erhält man für die Koeffizienten in den ein 


vehenden 


> 
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Potenzreihen Rekursionsformeln mit konstanter Anzahl der Glieder, indem 
die Differentialgleichung Nr. 1 (16.) nach den Angaben in Abhdlg. Bd. 96 
Nr. 15 behandelt wird. Über das Vorkommen von Logarithmen bei den 
Integralen y vgl. Abhdlg. Bd. 96 S. 242, 267 a); Bd. 119 S. 142. 

B) Die Koeffizienten «a,, enthalten die algebraische Funktion S. 


Bei einem A-blättrigen Windungspunkte x=a wird (x — ayr —=[ gesetzt. 
Die Behandlung des Systemes Nr. 1 (18.) geschieht nach den Angaben in 
Abhälg. Bd. 131 Nr. 51. B), C). Dabei werde, was den Umgang um (=0 
angeht noch folgendes bemerkt. In den Ausdrücken in Nr. 1 (19.), (20.) 
sind die Koeffizienten b,,, c,, bei £=0 einwertig. Bei den Integralen y sei 
eine Gruppe mit demselben Gruppenexponenten %,, % bis y,. %y, geht bei 
einem Umgange um [= über in 


(2.) k, Yı + k; Hr + N + k, Yo; 


wo die 4 Konstanten sind. Wird y, in Nr. 1 (20.) eingesetzt, so sei der 
dadurch entstehende Ausdruck durch F,, bezeichnet. Dann geht durch den- 
selben Umgang },, über in 

(3.) kY.ıtk/Y.+-- +%kfT,.. 

Für die Koeffizienten in den nach Potenzen von £ fortschreitenden 
Potenzreihen in den Entwicklungen erhält man bei y (entsprechend bei 
ı bis 2) Rekursionsformeln mit konstanter Anzahl der Glieder, wenn man 
zu der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) die Konnexdifferentialgleichung her- 
leitet (vgl. Abhdlg. Bd. 122 8. 27), in diese 2—a={* einführt und dann 
dieselbe nach den Angaben in Abhdlg. Bd. 96 Nr. 15 behandelt. 


d. 
Me simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 


Die »n simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen 


dy EIER 

dx £ f: + A; 

ft, 
(1.) .. 

dz 





dr _ Int A, 
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seien vorgelegt, worin die / die Ausdrücke Nr. 1 (2.) sind, über die A wie 
in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 die Voraussetzungen aus Abhdlg. Bd. 107 ge- 
macht werden. Hier ist zunächst das System Nr. 1 (1.) zu integrieren. 
Alsdann wird die Methode der Variation der Konstanten angewandt. Das 
weitere Verfahren ist in Abhdlg. Bd. 131 Nr.5 I angegeben: wenn die 
Koeffizienten «a,, in Nr. 1 (2.) rational sind a.a. O. in 1. A), B), wenn die- 
selben rational x und die algebraische Funktion > enthalten, a. a. O. in I A), Ü). 

Die in die Entwicklung der Integrale y (entsprechend bei ” bis >) 
eingehenden Potenzreihen enthalten Koeffizienten, für welche Rekursions- 
formeln mit konstanter Anzahl der Glieder in folgender Weise hergeleitet 
werden können. Das in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 11. beschriebene Verfahren 
werde auf die A ersten Gleichungen Nr. 1 (3.) bis (6.) angewandt: so erhält 
man für y die Differentialgleichung 


(2.) F,(y,2)=9, 


worin F, (y, x) der Differentialausdruck in Nr. 1 (16.) ist, qg sich linear und 
homogen aus A, bis A, in (1.) und Ableitungen dieser Funktionen zu- 
sammensetzt mit Koeffizienten, die rationale Ausdrücke der «,, Nr. 1 (2.) 
und deren Ableitungen sind. 

Gemäß Abhdlg. Bd. 115 S. 137, 138 können für die X in (1.) 
homogene lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten her- 
geleitet werden, welchen dieselben genügen; daher aus diesen auch solche 
Differentialgleichungen für die Ableitungen der A. Dann wird für q eine 
homogene lineare Differentialgleichung hergeleitet mit Koeffizienten, die 
rational in x bezüglich in x und der algebraischen Funktion S sind (Abhdlg. 
Bd. 96 Nr. 7, Bd. 122 Nr. 1 1.). In diese wird F(y, x) eingesetzt. Das 
weitere Verfahren ist wie in Nr. 4 Ill. 


Journal für Mathematik Bd. 135. Heft 1. 





Schlufsbemerkung 


in betreff der von dem Verfasser in diesem ‚Journal veröffent- 
lichten Abhandlungen über lineare Difterentialgleichungen. 


Von Herrn Z. W. Thome in Greifswald. 


Um in Kürze einen Auszug aus dem Inhalte der in diesem Journal 
vom 74. Bande an in bezug auf lineare Differentialgleichungen erschienenen 
Abhandlungen des Verfassers zu verschaffen und um die weitere Kenntnis- 
nahme dieser Arbeiten zu vereinfachen, wird folgende Reihenfolge für die 
Lektüre angegeben: 

1. Bemerkung Bd. 126 S. 71. Einleitung zu der Abhandlung 
Bd. 131 8. 8 und zu der vorstehenden Abhandlung. 

2. Einleitung zu der Übersicht Bd. 96. Rückblick in der Ab- 
handlung Bd. 122 S. 20 und in der Abhandlung Bd. 123 S. 134. 

3. Abhandlungen Bd. 74, 75, 78 Nr. 1. Übersicht Bd. 96. Ab- 
handlungen Bd. 117, Bd. 115 erste Abteilung. 


Für das Übrige ist der Wegweiser in dem Vorhergehenden enthalten. 
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Über die asymptotische Darstellung der Integrale 
linearer Differentialgleichungen. 
Mit 14 Figuren. 


Von Herrn J. Horn in Clausthal. 


Im 4. Bd. des Arch. der Math. u. Phys. (3. Reihe), S. 213—230, 
habe ich vermittels sukzessiver Annäherungen”) eine Reihenentwicklung der 
Integrale der linearen Differentialgleichung 


d’y a, a, dy b, b, Köln 
dr? + (a, + jr + us r ) + (b, + . + — u ... )Y —() 


hergeleitet, aus welcher sich das Verhalten der Integrale bei der Annäherung 
der Veränderlichen « an die Unbestimmtheitsstelle © = ergibt, und zwar 
zunächst die asymptotische Darstellung der Integrale durch die im allgemeinen 
divergenten Zhomesehen Normalreihen.””) 

Dieses Verfahren läßt verschiedene Abänderungen zu, es kann zur 
Restabschätzung benutzt werden und ist der Verallgemeinerung fähig. 

Die Koeffizienten /,,... P,, der Differentialgleichung 


7 


d m Yy 


d gem 


u 


| dm—1 


u . dı i 
+. P., Y + ..  ge—di ER IL gu P Y == 0 


“ dar”? dx 


+ x P 


s e ) 1 ' \ . 
seien in Potenzreihen von „ entwickelbar, welche in der Umgebung von 
”—=oo konvergieren; die positive ganze Zahl %+1 heißt nach Poincare der 
Rang der Differentialgleichung an der singulären Stelle der Unbestimmtheit 


*) Vgl. Fuchs, Annali di Mat. 1870. 
**) Vgl. auch Comptes rendus, 17. Jan. 1898. 
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=. Im Anschluß an Porncare*) habe ich das Verhalten der Integrale 
einer linearen Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten in der ganzen 
Umgebung der Unbestimmtheitsstelle weiter verfolgt, und zwar in den Fällen 
k— 0") und m=2."*) Wenn die Koeffizienten /,,... ?, nicht in der ganzen 
Ebene rational sind, ist die Methode der Lap/aceschen Transformation nicht 
anwendbar.7) Besonders geeignet zur vollständigen Untersuchung der In- 
tegrale ist aber die Methode der sukzessiven Annäherungen, wie sich in 
dem a. a. O. behandelten einfachsten Falle m=2, k=0 gezeigt hat. Wir 
wollen daher, um eine Grundlage für weitere Untersuchungen zu haben, 
diese Methode so ausgestalten, daß ihre Anwendung auf die oben an- 
geschriebene allgemeine Differentialgleichung ersichtlich wird. 

In ss 1—4 wird der einfachste Fall m=2, k=0 nach einer ab- 
geänderten Methode behandelt, welche ohne weiteres zur Restabschätzung 
führt. Die Ausdehnung dieser Methode auf Differentialgleichungen höherer 
Ordnung vom Rang 1 wird in $$ 5—8 für den Fallm=3, k=0 dargestellt. 

Für Differentialgleichungen höheren Ranges (4>1) wird eine auf 
der Benutzung anderer Integrationswege beruhende Methode angegeben. 
Der einfacheren Darstellung halber beschränken wir uns in $$ 9—13 auf 
die Ditferentialgleichung zweiter Ordnung von beliebigem Rang. 


sl. 
Die Differentialgleichung 
d’ dı 
(A) d + +P, + P, A . 


habe die in der Umgebung von @=»o regulären Koeffizienten 


7 " 
u.a 
P=a+"+7+'*. rain 
ee . & 


*) Amer. Journ. Bd. 7; Act. math. Bd. 8. 
**) Math. Ann. Bd. 49, 50. 
***) Act. math. Bd. 23. 
+) Vgl. meine Arbeiten im 118. Bd. dieses Journals und im 24. Bd. der Act. 
math., sowie die Arbeiten von Äneser (dieses Journ. Bd. 116, 117, 120; Math. Ann. 
Bd. 49), an welche sich die Dissertation von A. Hamburger (Über die Restabschätzung 
bei asymptotischen Darstellungen der Integrale linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, Berlin 1905) anschließt. 
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2 


Wenn die Wurzeln @,, 0 der charakterıstischen Gleichung 


e +a0+4a—0 
von einander verschieden sind, wird die Differentialgleichung (A) durch die 
Thomeschen Normalreihen 


befriedigt, worin 
! ! 
aa; + a; 
_ 1 nu 
9 2 U; - dy 
ist. 
Wir verstehen unter » eine der Zahlen 0,1,2,... und führen die 
n . . Bı*, 
ganzen Funktionen »-ten Grades von — ein: 


#h 


B.()=14+“ PIERRE...) (=1,?2) 


ed! Fr, 


| 
7 0 ; 19 
pen 2.) ac 


genügen der Differentialgleichung 


Die Funktionen 


wo 
Y Yı, fr 
4 fı, fr 


2 


> y", pr, : : , 
D, (Y) m y * e =y +p,Y +P2Y 
1, fa 


1,93 
ist. Setzt man 
D(y)=y"+Py+P:;y 


D,yW=DW)-D,y=(m-FP)y+(p-P)y,; 
so schreibt sich die Differentialgleichung (A): 


DW=D:.y. 


und 


Schreibt man 
Y a; 0; ) ( ; ( 4 
D(8,)=e Hi (( o+ pr 5= +), 


so dient die Gleichung C,=(0 nach Annahme einer bestimmten Wurzel «, der 


Gleichung ,= 7 +a,,+@=0 zur Bestimmung von o;; hierauf ergibt sich A,, 


aus Ü, =(, ... A,, aus Go = 0, Die von 4 & n+13 A, n+?2% ... nicht abhängenden 
Größen U, Cj,... C,., bleiben gleich Null, wenn man A, „... A; 4... ... dureh 
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Null, also S, durch 9%, ersetzt. Es ist also 
fs 0—n—? | 
D (y)=-—e ae .(,): 


: j ] 
wo 4, eine Potenzreihe von r darstellt. Wegen 


D,(y)=0 
hat man 
a ) ' > a:x md; —n—?2 1 2 r 
D; (y)=(p -P)p+(p-P)y;=e a: (,): (i==1, 2) 
daraus folgt 
P, RB 
P, ” = +2 P: — P, Se ut 


wi 
wo %,, Potenzreihen von - sind. Man hat also 


Yn 
D,(y)=saByytat’PBy. 
Wir setzen 
4 a m Y 2 nz eleıtar) x adı +05 ch ( l ), 
1, Pr ” 


* [ y . 1 
wo & eine ganze rationale Funktion von — darstellt, und 
«L 


d,=-9, Ah=Yı- 


-_ 


J; Ip; a0; | —=]1,2 
7 = ei giy, A (=1,2) 


wo », eine in der Umgebung von 2=5o konvergente Potenzreihe von 
darstellt. 


ed; 


Dann ist 


Die positive Größe A sei so groß angenommen, daß sich in dem 
Gebiet x —> R nicht nur P,, P, regulär verhalten, sondern auch # von Null 
verschieden ist; dann sind auch p,,P, und 1,7, für x > AR regulär. 

Wir verstehen unter «, eine der Funktionen 9,, 9 und schreiben 
die Gleichungen 


D, (u,41) — D, (u,) (=0,1,2,...) 


an, woraus wir nach einander ,, %,, %,,... berechnen. Wenn u, bekannt ist, 
erhält man «,,, durch Integration einer linearen, nicht homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in der Form 
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U, = Z p; / D, (u,) : dx: 
- 


wir wählen einen Integrationsweg /, welcher in einer passenden Richtung 
aus dem Unendlichen kommt und in x endigt. Weiter ist 


u f A; 
Du) = Dip). / Du) da. 


Durch eine Substitution von der Form y=e‘*y,, «—b., können wir 
erreichen, daß «,,«, beliebig gegebene (von einander verschiedene) Werte 
annehmen; wir setzen demgemaß = m, —e, als reell und posıtır voraus. 


Ss 2. 
Es sei zunächst 
UW=Q= er“? 79ı ( 1 ). 
0 1 1 x 


Dann ist 
D, (%,) = ee gm F\, (x), 
wo 


1 l 
K@=1(,) 
für x >R regulär ist. Unter Anwendung der Bezeichnung 


D, (u,) = e* 28"? F, (2) 


haben wir die Rekursionsformeln 


WPE u: u ee) a (2) p, () dx 
1 


ir Im r 
+e®rB,() / er Fo (2)de 
I 


und 
Fu @=a(.) / a"°F,@p(-)de 
l 
+ e?* x° q, (2) fi e” Fx groı—n—? F, (x) p, ( ) d X. 
Ä | 


worin 
) 
= 0a — Ci, 6= 0, — 0, 


gesetzt ist. 
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Die Veränderliche x beschränken wir auf das Gebiet ©, 
a]l>R, -an< agı<a. 


Der Integrationsweg / setze sich zusammen 
FER aus der Geraden /', welche längs der reellen posi- 

” v _ tiven Achse aus dem Unendlichen kommt und im 
Punkte |x| endigt, und aus dem Kreisbogen /” vom 
| Mittelpunkt 0 und vom Zentriwinkel < nr, welcher 
Figur 1. die Punkte |] und x verbindet. (Fig. 1.) 


Für alle Punkte x des Gebietes ©, ist 


y“ I K ‚ 1 
L — Franz => 7 —— 
x J rt 2 = er" A T + n 4 1 





E72 





Es ist nämlich 


f\de|_ £ ne Se. 


ER Eau +49 


Tr 
yide|_ fieldo_ a 
ı = nn 
ar el et 
Wir setzen 


= e? (c—v) x° a 


wo x ein beliebiger Punkt des Gebietes ®, und » ein beliebiger Punkt des 
in x endigenden Weges / ist. Dann ist, wie wir zeigen werden, 


vI<H, H=|e (14,9) 
Es it N@)<ZN(r), also 
ei. 
Auf dem Wege / ist 


V| bi 
-1>1, larg - <a. 
| X a 
Wenn man 


o0=0' +10" 


setzt. hat man 


u\—e| Ben 7. MR Iu\-o! ri 
2) | — |-ı ee’ arg 2 er. eri| 
I YE | va “i 





* 
ER ee a ee 


# 
RL ZIEL TER NEED = Po ee ER AN, WE ee 


- 
RE 





ß I Wo RL ER m Wa aa 0 a De u il u ROTEN 
RR re BR, 


ORTE ua er a a a a na 
ee re 


Ist 0 >0, so ist 
C) < er lor 


wI<H, H=er"". 


also 


Um den Fall 0 <0 zu behandeln, nehmen wir s reell und größer 
Teile »>s|x] und 


als 1 an und zerlegen den Weg / in die beiden 





r|<s|x|, die wir bzw. /, und /, nennen. Auf /, ist 

® 

S$, 
also 

RR 
g er go’ pr or 
cz 
und 
lv] <A, H,=s EN, 
Auf /, ist 
R 

[|< “ 

also 


ferner ist 


folglich 


oder, da 


für reelle positive v höchstens gleich 


Je ß 
Be(1- %) 
ist, 
ee Nr 


BRe(1-.) 
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Für 
lo'| 


saltzr, 


ist 
H=H,=H, 
H- er (14 I) - 


Versteht man unter s die angegebene Zahl, so hat man 
vH. 


An Stelle der für " >0 und für 0 <{0 gefundenen Werte von H 
kann der oben angegebene größere Wert gesetzt werden. 
Für |@]|>2 sei 


(I) <M KO) <SN BO<R, 


wo M,N,%® endliche positive Größen sind; es ist also auch 


IK@| <A. 
Im Gebiete ©, ist 
(MNA+H)L). 


L) 


IF,@I<N 





y! 


denn, wenn dies richtig ist, ergibt sich, da der ganze Integrationsweg / im 
Gebiete ©, verläuft, aus der Formel 


F,yıQ )=4(,) /. / F,@)p (£ = 
al) femere non l)E 


die Ungleichung 
Eu@l<MN. NM NHDy fi ‚Ido 


„nt? 


+MNH.n U Na nA 24 irie®l. 


y! ® art? ? 


nun ist aber 


Du. 


vr+2| 





x 
SEE E ES Be: 





een x TE FR 


BERN 





\ EN, B} 
a ze a Te 
LTR . 





TE Re 





$ 
F 
E 
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also 


[ L’ d ® Tanga 
’ elunt2 v+1 


und 
- ‚(MN(1 + H)L,)r*" 
LED] er: ra e 


Aus der Gleichung 


EEE KOY TOM GER 
I 


+ 2) em Bon 


folgt nun 


| u. ee (M N (1 + H) # )? + 
LE S 
ae IN GEN) 


U,rı € 


Wenn man 
Q=MN(1+H)K 
setzt, so ist 
MN(A+H)L, << —, 


und 





so daß die Reihe 


im Gebiete &, unbedingt und gleichmäßig konvergiert. 
Die Reihe 


4 
> 2 l,; 


vi) 


welche im Gebiete &, unbedingt und in jedem im Endlichen gelegenen Teil 


von ©, gleichmäßig konvergiert, stellt ein Integral der Differentialgleichung 
(A) dar. Es ist nämlich 


D, (u+ ut ++, e)> D, (A, ++ ++ 1,.), 


also für im»=x, da man die Ableitungen der Reihe n, durch gliedweise 
4* 
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Differentiation erhält, 
D, (7)=D;(n,) 
oder 
D (m) =(. 
Setzt man 
ek Ze ai (®, + 2.) 


so ist im Gebiete &, 


fo N u,e: gm 
nt TUT v ® ’ 
u v=1 
also 
ea 
i es Ir n+1 
at har y! 
oder 








ei‘ o 1 u vV = 1 (I \ 
l<SROE lan) EROZ, z, 


v=Ä) v+ 1)! ze 


Demnach bleibt der absolute Betrag von 7, im ganzen Gebiete ©, unter einer 
endlichen Größe. 
Wir wiederholen die bisherige Rechnung, indem wir mit 


a9 1 
beginnen und x auf das Gebiet ©, 
a]>R, 0<argı2n 


beschränken. Der Integrationsweg / bestehe jetzt aus einer Geraden, welche 
längs der negativen reellen Achse aus dem Unendlichen kommt und im 
Punkte —|x] endigt, und aus einem die Punkte —|x| und x verbindenden 
Kreisbogen vom Mittelpunkt 0 und vom Zentriwinkel <n. 

Wir haben jetzt 


Bo=%(,): 


F,4@=1 (>) er ef u a > (x) pl A) dx 
Tr (*) / ; P, (2) P, (-) d, 
! 
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— Gt mo __ b l hr nm [ Az mao—n—? F \ l / 
N Ze u A  L er Je’: ‚(x)p, yer 
l 
b ] nf 20 in 
+9, (!) [ =, om (lade. 
l 
Im Gebiete ©, ist 
a 7=0,1,2,.- 


lu, e ei <N 


wo (} den früher angegebenen Wert hat. Die in &, konvergente Reihe 


Ins 


U, 
) 


ı : Dee 


v 


stellt ein zweites Integral der Differentialgleichung (A) dar. 
Wenn man 
09% y93 ( 2 
zer am ®, + %,) 
setzt, so ist im ganzen Gebiete ©, 


N 
ie - 
Yı| NOS = Hr Ip (zen 





8 3. 


Wir haben bisher unter Zugrundelegung einer festen Zahl n zwei 
Integrale ,,n7. der Differentialgleichung (A) gefunden, welche die Dar- 
stellung 


_— pa vb; ri ) 
net (B+:) (i=1,2) 


| im Gebiete ©, 





a|>R, -n<argıe<sa, 
|y.| im Gebiete ©, 
a]l>R, 0 <argr<2n 


unter einer endlichen Größe bleibt. 
Geht « längs der positiven reellen Achse (arg x=0) ins Unendliche, 


FRE EEE 


so ist 
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lim eat =1. 


Um zu zeigen, daß n, das einzige Integral von (A) mit dieser Eigenschaft 
ist, nehmen wir an, es sei 


y=-CcoNMTtCN, lim your 1, 


wenn x mit dem Argument O0 ins Unendliche geht. Der Ausdruck 
Me Yı Rz 0 Y2 
ye a =c(B, + Ia)tae I (, + =) 


kann, da ? reell positiv ist, nur dann den Grenzwert 1 haben, wenn «,=1, 
G—=0, also y=n, ist. 
Ebenso zeigt man, daß , das einzige Integral von (A) ist, welches 
die Eigenschaft 
lim ne’ are—=] 


besitzt, wenn x längs der negativen reellen Achse (arg @=n) ins Unend- 
liche geht. 

Daraus folgt, daß man stets dieselben Funktionen »,,. 7, erhält, welches 
auch die bei ihrer Bildung benutzte Zahl n ist. Ist also n eine beliebige 
ganze positive Zahl und setzt man 


A; 


Ev A; Yi 
n,=e' ze (1+ er +): (=1,2) 


x n 


so bleibt |y;| im Gebiete ©, endlich. 

Dafür können wir sagen: in der Nahe der Unbestimmtheitsstelle x—= x 
wird das Integral n, für -n<arga<n durch die Reihe S,, das Integral 
7, für Vo<Zarge<2n durch die Reihe S, asymptotisch dargestellt. 

Wir setzen die zunächst für -n <argre<_n definierte Funktion n, 
sowohl in das Gebiet 








Ir | 
n<Zaga<, —0| 


als auch in das Gebiet 


In nr a 
a + 0 <- arg re <— — NT 


fort, wo 


<2<z 


ist; wir zeigen, daß die durch die Gleichung 





re IT RE Nee 


Ri 
a 


RT a ee 
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— 9% X pP, C Yyı 
n, € A ( D, + ger +! ) 


1 ar ia 
BE RER 5 


definierte Funktion 7, ihrem absoluten Betrage nach im ganzen Gebiete 
ai > NG an 
a|l>R, — +0< argı<—.-—| 


unter einer (von d abhängigen) endlichen Größe bleibt. 
Es genügt, den Beweis für das Gebiet 


.3n 
n<argı — —b 
zu führen, welches das Gebiet 
pe” TI f 
- n<argı —-,—0) 


.) 


- 


überdeckt. In diesem Gebiete haben wir das Fundamentalsystem 


Be 98;X 27 ( ri i= ) 
Fr Hi (B4+ ,), Pr 


_ 


worin bei der Fixierung von a 
ar 
n<agı<,. —d 
angenommen wird. Die Funktion 
3, für a<argı< "0 
jı, UT - Br ) 
stimmt mit der Funktion 
.. 7T ‘ 
y, für -n<argı —-;,—0 


überein; 7, ist die frühere Funktion 7.. 
Es besteht, wenn , die in das Gebiet 


fortgesetzte, in $ 2 eingeführte Funktion bedeutet, eine Relation 


mM=CMmTt Can. 


Läßt man x mit dem Argument 7 ins Unendliche gehen, so ist 





DE RENNEN ER 
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im „eat =1, im, eat =1, 


lim ee <= lim nee et —0, 


also c,=1 und demnach 
Mt GM. 
Wir haben daher 


__ poı® 
— 1 x (, -+ Zu) 


u u E27 . 
yı=yıt Ge x Yay 
Iyı 





x) >R,n <arg? <e —d 


—_ 


unter einer (von d abhängigen) endlichen Größe, zu deren Berechnung freilich 
die Konstante c, bekannt sein müßte. 
Die ursprünglich für 


0 <argr<2n 


dargestellte Funktion 7, denken wir uns in das größere Gebiet 


+ o<argr<7z m — |) 


fortgesetzt; der absolute Betrag der durch die Gleichung 
duch (bt a 


definierten Funktion 7, bleibt auch in diesem größeren Gebiete, wenn nur 
wie immer || > Z ist, unter einer endlichen Größe. 


N 4, 


In $2 wurde die asymptotische Darstellung des Integrals », durch 
die Reihe S, nur für das Gebiet 


-NSaAgre<ı 


bewiesen und erst in $ 3 nachträglich auf das Gebiet 


IE BERN ER ER Sei . Pe ak r Re “ tl ce 2 


7 
ER r ” REITEN  ENE a ERRETL : 
ER ER ER | 
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3 Klad 3: 
_ + ı <Zargr< 5 — 9 
ausgedehnt. 
Jetzt betrachten wir von vornherein das Gebiet 


V<Zargr< se —) 
(das Gebiet 
0>amgı > — Ze +0 


läßt sich ebenso behandeln). Unter & verstehen wir das Gebiet 


||]>R für 0<arge<n, 
| Na)<—R für n<argz re | 


.) 


— 


Nach jedem Punkte x des Gebietes & führen wir einen Integrations- 
weg /, welcher ganz in & verläuft. Wir wählen den in $ 2 beschriebenen 
Weg /, wenn x oberhalb der reellen Achse liegt. Wenn jedoch 





= —$--ın, $>R, nr >00 | 
ist, so besteht der Weg / aus der Geraden /', welche FE 
längs der positiven reellen Achse aus dem Unend- en \ 
. . FR . ef un \ 1 
lichen kommt und im Punkte $ endigt, aus dem Halb- EN BE 
kreis /” oberhalb der reellen Achse, welcher die Bi } 
Punkte +5 und —S verbindet, und aus der Verbin- | / 
dungsgeraden /" der Punkte —S und = — &-1h, / | 
(Fig. 2.) Fi 
Es ist jetzt 
/ di fi 1 l 
. „n+2 . yn+ (n _- l ) & l 
d " : d 4 TT 
/ wit - F En+? ern gn+l 
mt 0 
da R dı l . dt 
J ieh J 3 1 ATTEE e / 
r (= Tu» (I+1t J 
cotz .) 7 Bu () 
” . 1 / dt > 
pt) 20T pn 
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also 
1 >rt 
— | 
1 (et 2 
u Bugs 3 ort? rn Er+i 


7 
b 


Im Gebiete & ist nun aber 5 >|! sin d, also 


1 In *) 
. + —0 
L er K RK Pi N + 1 pe 


== (e|r+? ia sin “+! d 
Ist x der Endpunkt und » ein beliebiger Punkt des jetzigen Weges 
/, so ist 
v»|>S>|el| sind, 


Wenn wie oben 
o=0-+10" 
gesetzt wird, so ist 


ıN—o —0o! . .—o! Ti 

L v a or arg-— |! o' & Se 3) 
— e Dan e 2 u 

KL ne 


«d «dl 


Im Falle 0’ >0 ist auf dem ganzen Wege / 





fe z 0 u” e or I 5) 
w — (sin 6)" 
und, da 

Tale 1 


ist, auch 


In 
ee" ( 2 5) 


wi<H, H= (sin d)e 


Im Falle 0 <{0 zerlegen wir den Weg / in die beiden Teile /, und 
/,, die durch die Bedingung v>s|x] bzw. |v|<s|x| charakterisiert sind, 
wo s reell und größer als 1 ist. Auf /, ist 


u 
n+l1 


+n. 


*) Für d=,, hat man wie n$2 Ä 





a a a ie \ 


> BE NENRSUNSELU REN R 70 1.2005 3 WERDEN EAN 





Be NASEN EBEN Ra ER e 


2 


EEE REN LRTE NEE RER el nee 





VRRRRRSERNTEN ENSIR.DERREEN NEE EOS 5 IR POLEN WESER RN EN 
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yo \=® ’ u 
( TE 75), 
X 
also 
e- of An In 
lv] < Hi. H, —$ 0 p'? ( 2 5). 


Auf /, ist wie in $ 2 


le @-» 





ferner 
a xt u\ 0 . &- N 
« L e > => () . 
(2 R ) ’ ) 
folglich 
31 
den (5) Fi 
lw| — Be‘ s/ n 
R° 
oder 
In! a! . in . 
wI<H,H, N, 


2 6 
BRe(l--) 


Wenn man s so bestimmt, daß //, = H, = /I wird, so ergibt sich 


j fa 58 Io’| \°® 
v<H, H=e" (14 ee 
Ä : j we 3 Re) 
Ubrigens kann man die beiden für # —>0 und für # <ZO gefundenen 
Werte von // durch den größeren Wert 


Je Io! 
H= sin d (14 ,%,) 


ersetzen.””) 


NE ka 
*) Für d=, wird im Falle o > 0 
H= er" 


’ 


im Falle 0’ < O0 


3 
( 


m HT \o!! 10'| \ 
ai A) 


**) Hieraus erhält man für d=_, den in $2 angegebenen Wert. 


INS 
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Wie früher ergibt sich, daß die Reihe 


. 
n=2 u, 
vi) 


auch in dem Gebiete 


N@a)<—HR, n<argr< En . 


& 


konvergiert, wenn man die Glieder «, nach den Formeln von $ 2 (nur unter 
Benutzung des jetzigen Weges /) berechnet. Setzt man 


Q=MN(+H)K, 


so ist in dem angegebenen Gebiete 


FR u u € —. =0,1,2,...) 


Daher ist aueh !n dem Gebiete 


R 


In Ir 
€ | _. m a « \ 
ee +0< argı<_ > 0), 


wenn MAR wieder 


. Ja 0 Y 
RT ($, y 4) 
setzt, 


xv 


() 
u) 2 u) 
a, — ll) SV ah 
/] ne Ah e (v + 1)! 


Unter derselben Grenze liegt ım Gebiete 


r R t ar ' 
ei >> ER y or 
I ine’ „tisagı<yz 


der absolute Betrag der durch die Gleichung 


— 9%9% 09 dh A Ja 
Nat A ( PD, + Mr.) 


definierten Funktion y;. 





ri S « - 3. iur Wh St A Ser ET 
ER TE RETTEN i 


x & Subnet N TR u Tu ef 2 
Fu er BEER, 
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SD. 


Der bisherige Integrationsweg / läßt mannigfache Abänderungen zu, 
von welchen wir bei der Ausdehnung der bisherigen Untersuchung auf 


Differentialgleichungen höherer Ordnung Gebrauch machen. 


Wir setzen 


dabei stets voraus, daß der Integrationsweg nicht ins Innere des Kreises 


x=R eindringt. 


Zunächst sei 3 wie bisher reell positiv. Wir führen einen Winkel 


y ein, welcher die Bedingung 


erfüllt. Wenn x dem Gebiete 
2) >R, y<argı<a 


angehört, so bestehe der Weg / aus der Geraden /, 
welche mit dem Argument y aus dem Unendlichen 
kommt und in x e'? endigt, und aus dem Kreisbogen 
vom Mittelpunkt 0 und vom Zentriwinkel <nz, 
welcher die Punkte x e‘? und x verbindet. (Fig. 3.) 





Gehört = —5— ın dem Gebiete 


7 





so ist 








Figur 4. 


Figur 3. 


\ a _.3n 
Na)<—R, a<Zagı<z —d 


an, so setzt sich der Weg / zusammen aus der mit 
dem Argument g aus dem Unendlichen kommenden, 
in $e'? endigenden Geraden /, dem die Punkte $e' 
und --$ verbindenden Kreisbogen /"” und der Verbin- 
dungsgeraden ! der Punkte —Z und @=— 5-0 
(Fig. 4). 


I . 


Ist » ein beliebiger Punkt des in « endigenden Integrationsweges /, 


L _— [ dv ne R 


x i un+? — zi”r+1? 
l ‘ L 


ver ur<H, 


wo K und H durch eine geringfügige Abänderung des in $ 4 benutzten 


Verfahrens bestimmt werden. 
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Es sei jetzt ? eine beliebige komplexe Größe. Der Winkel y erfülle 

die Bedingung 
La rt 
- arg P<—py<-—-agP+,. 


Gehört x dem Gebiete 
ge es >R, y<agı<—agp+n 


| an, so wählen wir einen Weg /, welcher aus der 
mit dem Argument y aus dem Unendlichen kommen- 
den, in |x|e‘* endigenden Geraden / und dem die 
| Punkte re? und x verbindenden Kreisbogen /” zu- 








Figur. sammengesetzt ist (Fig. 5). Gehört 


z=— ($ + ı n) eu 8 


dem Sektor 


>) 
_ u 2,98% 
arg +n<auga<—auagp+, —0 


an und ist außerdem & >, so bestehe der Weg /! aus der mit dem Ar- 
sument y aus dem Unendlichen kommenden, in $e'? endigenden Geraden /', 
dem die Punkte er und —Se-'"*” verbindenden Kreisbogen /” und der 
Verbindungsgeraden /"" der Punkte —$e”"#” und x (vergl. Figur 6 mit 
p=-agp+tn). 

Der jetzige Fall kann durch die Substitution =! e"® 
früheren zurückgeführt werden. 

Wir können auch, wenn der Winkel y’ der Bedingung 


7 


auf den 


y<p<—-augpH+n 
genügt, wenn ferner 


Er RR Vesiirläunke re REN BEER 








1=(ö+tiner / 
dem Sektor auf 
9 < arg <g + = — |) wi er 
. Zargp 
angehört und außerdem S>R ist, den zuletzt be- / 
schriebenen Weg / so abändern, daß der Kreisbogen 
!" in &e'# endigt und die Gerade /” die Punkte 
Se# und . verbindet (Fig. 6). Figur 6. 





LEER reis 









Ew BEER 





BER Nine 
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Auch jetzt gelten Ungleichungen von der Form 


N 
L ME rg r 
x Ir n+1) 


w<ZH, 


In $2 und $ 4 hätte man an Stelle des dortigen Weges auch einen 
Weg / von folgender Beschaffenheit wählen können. 
Wenn x dem Gebiete 
a ’ „iR 
x!" >R, 0<argıs 


o .) 


angehört, so ist / die mit dem Anfangsargument 0 aus dem Unendlichen nach 
x laufende Gerade. Ist 


ba 7T t cz 
2 >R, ;<argr<ı, 

















„bu so besteht / aus der Geraden /', welche parallel der 
27 positiven reellen Achse aus dem Unendlichen kommt 
und in :|x] endigt, und aus dem Kreisbogen /” vom 
Mittelpunkt 0, welcher die Punkte : x und x ver- 
Figur 7. bindet (Fig. 7). Gehört @=—5—ın dem Gebiete 
Rla)<—R, an<argı<T. — 0 | 
. hs { 
an, so setzt sich / zusammen aus der parallel der / | 
positiven reellen Achse aus dem Unendlichen kommen- ei | 
den Geraden / mit dem Endpunkt :S, dem die Punkte i | 
:: und —£ verbindenden Viertelkreis /" und der Ver- z 
bindungsgeraden /”” der Punkte —5 und 2 = —i-—1tı 


(Fig. 8). Ay 


Ist © der Endpunkt und » ein beliebiger Punkt des Weges /, so ist 


durch Abänderung des in $2 und $ 4 benutzten Verfahrens ergibt sich 


rt 
») 


— 0) 
wa 


 sin"+id 


und im Falle 0 >0 
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ala sad 2 ar a 
ET a RER 


ve" =) 
(sind) 
im Falle #" <Z0 


nee a [sl ST 


Wir können in diesen Ausdrücken d—=) setzen, wenn O<arge<n bleibt. 
Der zuletzt beschriebene Integrationsweg kann zunächst dadurch ab- 
geändert werden, daß man den geradlinigen Teil /’ nicht parallel zur reellen 
Achse, sondern unter dem Winkel y gegen diese Achse geneigt annimmt, 
Pe To. 
wo 0<y<, ist. 
Wir beschreiben den abgeänderten Weg sogleich für den Fall, daß 


? eine beliebige komplexe Größe ist. Wir führen einen Winkel y ein, 


welcher die Bedingung 
-agB<y<-agß+, 


erfüllt. Gehört x dem Gebiete 


« >R, y<zagı< > +9 





ıF . r . . 
en u an, so ist der Weg / eine mit dem Anfangs- 
\ argument y aus dem Unendlichen kommende, in 
Ti x endigende Gerade. Ist 





w>R, 2 + <Äaga<— argP+n, 


Figur 9. 
so besteht / aus der Geraden /', welche parallel der Geraden arge=y aus 
dem Unendlichen kommt und in © x e'? endigt, und aus dem Kreisbogen /", 
welcher die Punkte 7 x e'? und x verbindet (Fig. 9). 

Wenn @= — ($-+in)e”“"®?” dem Sektor / 
Pr I R a, 3m :, 
- argp+n<agr<-agpH+, —0 


—_ 


angehört und überdies &> R ist, so besteht aus der 2: 








Geraden /’, welche parallel mit der Geraden arg. arg} 

—=(r aus dem Unendlichen kommt und in ı5e® \ 
endigt, dem die Punkte $e'? und — Se”'"®? ver- hi 
bindenden Kreisbogen /” und der die Punkte 1 
— Se7'%®8# und x verbindenden Geraden /”” ? 


Figur 10. 


(Fig. 10). 
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Der zuletzt beschriebene Integrationsweg läßt eine ähnliche Ab- 
änderung zu wie die in Fig. 6 dargestellte. 
Wir können auch jetzt setzen: 


x io gie a 
ET a RENNER 


De eich 


A af! 


wo A, A endliche positive Größen sind. 


$ 6. 
Wir wenden uns nun zu der Differentialgleichung »n-ter Ordnung 


D (Y) - 


deren Koeffizienten 


d” y dy 


+ Dani +++ Pet d r + ;® y=V, 


= d a 


in der Umgebung von £=x regulär sind. Wenn die charakteristische 
Gleichung 


a" + dl; a! + ..». 2 Gt (d =. Ü — () 


m verschiedene Wurzeln a,,... a, hat, so wird die Differentialgleichung dureh 
die m Thomeschen Normalreihen 


4 i A, A, Bi ; h 
WET he el — . - + .) (i=1,.. m) 
«l T 
befriedigt. 
Die m Funktionen 

a:x 0: l A; N 4; n 
p; 7 a5 wei $, M $, — 1+ 0.4 m fim],..Mm) 

we & u” 


wo n eine der Zahlen 0, 1,2,... ist, genügen der Differentialgleichung 


Y fi; u. Gin 
| ' ' ! 
Y; fi, Pas Gin 


! (m) i „”) vn m) 
Dy)=(-yp I Hof 
fi, .. P, 


! 3 
fi, Im 


m—1) (m—1) 


fi ... Pin 
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— yi +9», ya = dar + Dani y + Pu Yy — (0 & 
Es ist 
D, (4) sun D, (Y) = D(y) 7 Ze By” + +44 3, Y 
und 


2 1 
D, (y;) u Erir DETTTTg ( -). =1,..m) 


E % 
wo %. und 4a; Potenzreihen von - sind. 
Mh 


Sind .4,,...4,, die Unterdeterminanten der letzten Zeile der Deter- 
minante 


fi; oe Fu 


! 


' 
A= fs ... Fu 


’ 
(m—1) (m—1) 
Yı b) ... Pin 
so ist 
< —(M:X — 0; . 
— PP em ae, ) (i=1,...n) 
4 v; x ’ 


wo p, in der Umgebung von = x regulär ist. 
Durch sukzessive Integration der Differentialgleichungen 


f _ n) 
D,w,n)=D;(u,), ar, 


wo :., eine der Funktionen @,.... y,„ ist, erhält man 


m 


pe z f; # D,(u,) de, 


er i 4; 
D,(u,.1)= e3 D,(g;) e| D;(u,) 7 da; 


die noch passend zu wählenden Integrationswege /,.../„ kommen aus dem 
Unendliehen und endigen in «. Die positive Größe Zt wählen wir so, dab 
sieh die Koeffizienten P; im Gebiete |x]>/? regulär verhalten und daß 
dieses Gebiet keine Nullstelle der Determinante 4 enthält. 

Die weitere Untersuchung führen wir für die Differentialgleichung 
dritter Ordnung 


(B) 


d? ü 


d x° 


+BFF4+ Br Pyeb; 


’ d Rd 


! 
a; 
P,= a; rat 


$ 
: 
\ 
i 
) 


SR RER ee ri 


N 
; 
3 
E 
Ki} 
2 
* 
en 1 
2 
E 
x 
E: 
5 
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durch, welche, wenn die Wurzeln «,, o,, «@, der charakteristischen Gleichung 
e+ad®+aa+ G=V 


verschieden sind, durch drei Normalreihen 5, 1,2, 3) befriedigt wird. Je 
nachdem die Punkte «,, «,,«@, auf einer a liegen oder nicht, gestaltet 
sich die weitere Untersuchung verschieden. Wir behandeln den ersten Fall 
in $7 und den zweiten in $ 8. 


S 4 


Wenn die Größen a,,@,, @, auf einer (Geraden liegen, so können wir an- 
nehmen, daß ie Differenzen 0, —d, und 0,—0, Te le posıtive (roß 7 sınd 
Wir setzen zunächst 


Wim, F,(®) (2) 


und benutzen die Formeln 


3 x 
> (aj—a)z »0i—o (0;—a,ı)c „—lo;—o0,)—n—?2 ]' \ \ 
F,4@)= ‘ REN .(: / [ e Et F,op(,)d 


| 


3 . 1 \ 
TER e0ı* apı u elia) x 201701 ch. pP” a; —ay)x ae —0,) —n—2 F (x) y \ dx: 
v+l ug i r v\ I\r, 
ı1= e “« « 


da ,—e, und @,—«, positiv sind, wählen wir das Gebiet der Veränder- 
lichen x und den Integrationsweg /=/,—=/, ebenso wie in $4 und $2. Die 
Reihe 


stellt ein Integral der Differentialgleichung (B) dar, welches sich auf die 
Form 


ann 18, r9ı ( ) + ‘ı ) 
4 ( fi je 


bringen läßt; im Gebiete ©, 


£ R Zn : In 
at Eu n a un 
"<< 5ind’ 2 +I<arg: 2 . 
Ist 
gr r . 
NINA LE (=); 
7 = "—Zuer+ 5 Be) 
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dabei ist für |x] > AR 
AN, Ip IH, |<, 
ferner ist 
Q=MN(1+1,+ H,)K, 
wo A wie in $ 4 gebildet ist und 77, und 7, aus der in $4 (und $ 2) mit 
f! bezeichneten Größe dadurch hervorgehen, daß man 9,0 durch & — e«, 
05 — 0, DZW. 1, — 4, 0, — 0, ersetzt. 
Wenn man «=, setzt und den geradlinigen Teil des Integrations- 


weges /=/,=/, längs der negativen reellen Achse aus dem Unendlichen 
kommen läßt, so erhält man ein Integral „,, welches die Darstellung 


nun DA3T 20 ” Y3 


gestattet, wo |7;| im Gebiete &, 


B R c az _ÖdDn 
x]. Sind! -, +r<agı< 5 — 0 


endlich bleibt. 
Das für Differentialgleichungen zweiter Ordnung benutzte Verfahren 
läßt sich nieht unverändert anwenden, wenn man mit «,=g, beginnt. Jetzt ist 


= l 
K&a)=% (>) 
F N __ zlaı—a,) TC 20102 1 3 ‚(a:—a,) n—?2 09-0} F ( : 1 l . 
Bl; > SIE ie aza=0ı F,(2)P, FO KLE 
I, 
.) nm I\ dz 
i F (x)p ( ) | 
+ NE (, J v ( )P; r wat? 
1 : l 
I plas—a,)x 032 „(a3 —a3) a y—(le—Q)—n—? 1 ' » 
+1 a a n(,)/ f Ry—0. "u 03 F,(@)»(,)da, 
I; 


wo m,-—e, und d,—«, positiv sind. 
Wir beschränken die Veränderliche x auf das Gebiet 
ı]> Afür 0<argıs a, 


7T 


RXa)> R,„ 0>agı>- ,„+b, 
Me R a ir” It y 
Na) —Hh a<agıs 7-0, 
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wo 0<0<7 ist, und wählen Integrationswege /,, /,, /, von der in $ 2 und 
$ 4 beschriebenen Art, welche ganz in diesem Gebiete verlaufen; wir lassen 
/, längs der negativen, /, längs der positiven reellen Achse aus dem Un- 
endlichen kommen und /, entweder mit /, oder mit /, zusammenfallen. Es 
ist aber jetzt nicht möglich, die drei Wege /,, /,, /; übereinstimmend an- 
zunehmen. 

Wir wählen A wie in $4; //, und //, gehen aus der dortigen Grüße 
H hervor, wenn man 5,0 durch , —o,, 09, — ©, bzw. —,, 0,— 0, ersetzt. 
Dann ist im oben angegebenen Gebiete 


’ " . () ’ 
ROI<Na) 


wo 
Q=MN(H,+1+H,)K 


ist; denn aus der obigen Formel für F,,, (x) folgt jetzt 


a ri N Bar nn 
Ba@l<N(ga) MNH+H ER), 


” N ) vZ :<N (2% r “ 


Die Formel für «,.,e””"x”®, welche aus der angeschriebenen für F,., (x) 


1 1 
hervorgeht, wenn man (5) durch »(,) ersetzt, ergibt 


Demnach ist die Reihe 


I 

y 
— U, 
yvı) 


N: 


. . . - a () en . 
im obigen Gebiete konvergent, falls man /? so groß wählt, dab an << ist. 


Wir ersetzen das bisherige Gebiet durch das engere Gebiet ©, 


n+ ] 


RD]YW, 
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Setzt man 


so ist in ©, 


— ee Ü u x 
Ya ie Ar (J P: ( In—+1 ) 
| v=( R 1 x 
". Rt! 


Beschränken wir die Veränderliche x auf das Gebiet 


ı!> R für n < arga2n, 


\ TE - Pr 
Ra)<—R „ z+I<arge<se, 


{ri u. > . u. a nn ‚In 

Rle)> KR „ 2n<uegr<s > — ) 
und wählen wir die Wege /,,/4,/, wie früher, aber mit der Maßgabe, daß 
sie ganz im jetzigen Gebiete verlaufen, so erhalten wir ein Integral >),, 
welches in diesem Gebiete durch eine konvergente Reihe dargestellt wird. 


Wir führen wieder das engere Gebiet &; 


. R “+ 
IP dr 
sın d? = V4, 
rt a Dr 
54 << arga a d 


ein. in welehem 


Ist. 
Um zu zeigen, daß n, das einzige Integral der Ditferentialgleichung (B) 


ist, welches die Bedingung 


lm 2», we —=] 


i- 


erfüllt, wenn x mit O<argx<Z. ins Unendliche geht, nehmen wir an, es 
sei für V<Zargae <a 


lim (e, N, + 6; IR + C; n3) et re—] 


= 
2 
% 
0 
3, 





et 


Ä 
ä 
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oder 


lim RB ea a2 ran (», 4 = ‚)4 ol»; r 


| ao u; r 0, Y3 \ | 

_ p, 0% re (D, I (0) 

- ( € l (®, t pri ıJ . 
Setzt man argc—=0 bzw. =n, so ergibt sich ,=0 und ,=0; wegen 
lim &,=1 muß &=]1 sein. Demnach erhält man stets dasselbe Integral >. 


welche Zahl » man auch bei der Bildung zugrunde legt: d.h. es gilt für 


ee „RR 
< arg r< 
> arg. = 9% 


ind _ 


So beweist man die ın der Nerhe der I nbestimmtheitsstelle x — x griltage 7 


die asymptotische Gleichung 7,— S;. 


’ 


asymptotischen Gleichungen 


Ei Zu BR 5. 7T 
ed fü — <argı 2 
7I It 
« J > 
— N u < arp r<” 
I P4 .) arg A -) 
T rt 
— N < arır 
} > . ) arg dl .) 4 
x Bi _Dn 
2 ew ’ .. ur en € ‚Oo E ee 
N; 3 3 ‚arg tz 
SS». 


Wenn «,, &,, a, nicht auf einer Geraden liegen, so können wir annehmen, 
daß die Gerade «,«, der imaginären Achse parallel und nach oben gerichtet 
ist und daß «, rechts von dieser Geraden liegt. Die Winkel des Dreiecks 
0, @,0, werden mit 9,,9,,.9, bezeichnet. 

Wir setzen zunächst 


LW=%,, F,(x) zu () 


und wenden die Formel an: 


F,., =, (') | f a? F (a) P, E 


— 
— 
eo, 
a 
Ze 


IN 1 Io { ) ) #5 | 
Herde (-) [ teaser, (op, (-)da 


Mn 


l : l 
‚(a3;—a)e 203—Pı [ ) / „las—aı)z „lo -o)-n—2 WT (aN ( da: 
nr we ( l v)yp E 
t kl, . I U) Ps YA 
l; 
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aus dem Ausdruck für F,,, (x) geht der Ausdruck für «,,,e”""x7* hervor, 
[3 5% 1 ”. ” “ 
indem man 1(,) durch »(,) ersetzt. Wir benutzen jetzt Integrations- 


wege von der in $ 5 beschriebenen Art, und zwar muß das Argument am 
R n ® . IT 

Anfang von /, gleich —arg(®,—c«,) (oder um weniger als ., davon ver- 

schieden), das Anfangsargument von 7, gleich —arg(e,—e,) (oder um 

weniger als , davon verschieden) sein. Die Veränderliche © muß den 


.) 
beiden Bedingungen 


Ort wer _an | 
- ,- ag, -—a,)+I<agae <<, - ag (ma), 
Ire a _In 
- ag (,—a)+I <argıa<. - age -—a)—0, 
o0<0< ” ist, zugleich ü 
wo 0<Jd< , ist, zugleich genügen. 


Je nachdem wir 


7 
‚arg (0; — a)= ==, 


/ 


Po ru 
arg (m; — a) = 


NOTE 


_ 











oder 
Srt TE 
KR ag (,—0)=—- 7, ag, -0)=3-9, 
„an 3 j + _ 
2 gr setzen, erhalten wir den Sektor 
— 7T-o 
—2n +9, +0 <argan—d 
MN oder den Sektor 
-T 
® Fa 
\ IZ Ag <n+t—, 
Wir beschränken, indem wir zunächst den 
Figur 11. ersten Sektor behandeln, x auf das Gebiet (Fig. 11) 
IL En a A ER | 
Rd > Rfür — tr ZAga< 5, 
ge . In 
Na) <-R „ -2n +9, +9<aga <—-, +, 
\ n Tr 7 Bo . nn \ 
Rt’) > KR „, 5 <argıe <an—d. 


. n 
Am Anfange des Weges /, haben wir das Argument — „, am Anfange 


i rt Gr RR . . 
des Weges /, das Argument — „+ %,; der letzte geradlinige Teil !” eines jeden 


2} 
. . * 7T . OTT 
Integrationsweges beginnt mit arge=,+%, bzw. mit aazga=— , +%; 


— — 
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den Weg /, lassen wir mit /, oder mit /, zusammenfallen. Die so gebildete 
Reihe 


N, .. > U, 
v‚=U 
() a 
ist in dem angegebenen Gebiete konvergent, wenn nur „,,, <1 ist") (2 ist 
{1 


ähnlich gebildet wie im vorangehenden Paragraphen. Wir können schreiben: 

















7 K' Yyı 

ee (®, + 2): R 
> x . s gr \ | 

wo |y,| im Gebiete ©, r x 
l, 
R n—t1 R 
Ss > | } 

[> sind’ h> 2% | ni 
-274+ +0 <aga<n 0 KR 


unter einer endlichen Größe bleibt. 
Indem wir jetzt den zweiten der obigen 
Sektoren betrachten, beschränken wir uns auf 
das Gebiet (Fig. 12) r 


ne n Zi es 1 
al > A für <agı<,+4, 


») 


. . i . 7T 
“si f ‘ . El > <orı ' Be il 
M (2 U) rn 7 - N) — arg .ı a e) “ 


Tr | 7T 
Nexe)<—R „ „+4 <augr <td. 


Um Integrationswege zu erhalten, welche ganz in diesem Grebiete 
verlaufen, wählen wir Wege von der am Ende von $ 5 beschriebenen 
Art, d. h. Wege, deren geradliniger Teil ” verlängert nicht durch den Null- 
punkt geht, Der geradlinige Teil ! des Weges /, kommt parallel der 
Geraden arge=7+9,—0, der geradlinige Teil von /, parallel der Geraden 
arge—=0d aus dem Unendlichen; der etwaige geradlinige Teil /” von Ö, 


. ® 1 ‚ un > ’ 
beginnt bei arge= , und der etwaige geradlinige Teil /”” von /, bei arg 


T vn . . 2. 
=,,+9,. Der Weg /, fällt entweder mit /, oder mit /; zusammen. Wir 


müssen zunächst d< 9, annehmen, damit am Anfange des aus dem Unend- 
lichen kommenden Weges /, oder /, die zu integrierende Funktion ver- 


*) Vergl. 7 in $. 


Journal für Mathematik Bd. 155. Heft 1. 
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schwindet. Hier lassen sich die Integrationswege also, wenn , spitz ist, 
Bo nn 
„I, <,+9%9, verlaufen, 


—_ _— 


nicht so wählen, daß sie ganz in dem Sektor 


weleher dem Wert d: = 


— 


entspricht. Wir erhalten jetzt ein Integral 


= or 71 
ıı mh 2 (®, Br u e n+1 ). 


wo |7,|, wenn Zt hinreichend groß angenommen wird, im Gebiete 6, 


> 


4 I h . \ 
> - . = _arer<{rı 6 ) 
| | ’ 1 
sin Ö oO 


unter einer endlichen Größe liegt. 
Wenn wir mit „=g, beginnen, so erhalten wir je nach Wahl der 
Integrationswege zwei Integrale 


u nAy% ‚0. Ya 
ET (B.+ 2): 


(io, f} Y> 
— p9%2X 2.09 2 
N, Zt dl (B,+ h) 


art 


wo |;,| im Gebiete ©; 
m R | \ _. u ( \ 
>. , -na+0<argı<2a 0, 
sın d 
'7.| im Gebiete ®; 
u 9, <Zarga<d 
on Bu r . SUR ZA — en L * A 
sin d' u 


endlieh bleibt; mit «„=y, ergeben sich zwei Integrale 
nu a ei Y3 
et (B+ 4) 


n) 
Ast 0 /3 
mente, + ; 2 
I» \ p, wit 


wo 7) im Gebiete ©, 


Ä 
R .) c Pi ..% \ 
ASzh Inu, 
'y,, im Gebiete ®; 
> R 249, -9<agı<a--0 
5 sın d' ri yzmB: Jr 


i 
} 
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endlich ist; in allen Fällen muß /? hinreichend greß genommen werden, 
n+1 
da die Keihenkonvergenz eine Bedingung von der Form AR>>ywo erfordert. 


Um zu zeigen, dab ,,, das einzige Integral ist, für welches 


—( 


im, ct =] 
ist, wenn © mit O<arge<{rn+%, ins Unendliche geht, nehmen wir an, 
es sei für alle angegebenen Argumente 


lim (C, ıı = C,1 ‚+ C; ? 3 ) l 


i2 


oder 
. 2 ' Y 2 (GA—ma,)r 0,—0 Ya 
lim [c, (2; —- ,)tee —aı)t 7 "(«p, + m 
3 3 gn+1) 
Vs YA f \ I 71 J . ) 
Für arge=7+ , hat (u, —e,)x das Argument ", + ,„, so daß 
lim ee) 2 Yetı = x, 
i F 2 i In 
also ,—0 ist; für arge—= ist das Argument von (o,— c,)x gleich 5 + 9, 
also 


lim e(“ =) „01 — oo 


und ,=0: wegen lim, =1 ist „=1. Daraus folgt, daß die Funktion 
n, von » unabhängig ist. 


Dasselbe beweist man für die fünf anderen Integrale. 
Damit sind die folgenden asymptohschen (rleichungen bet seh? 


1, Ss, für —2n+ m arg < . 

M@Dı » 0 <argı +9, 

N I <argı<2n— 4 

nen — n— Y,<argıt< () 

a a © 21 — FH <argı u vr 

Bed „ — n+4 <agre<n—49 
9. 


Indem wir uns jetzt zu einer Differentialgleichung mit der Un- 
bestimmtheitsstelle 2 = rom Range k+1 wenden, beschränken wir uns 
der Einfachheit halber auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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dy 


N ! d’y . 
(Ö) D(y)+,%+t."P, ” 


dx 


u gar P;y — 0, 
wo 


' 2 
a; a; 
P=a+-+5+“ i=1,9) 
L X 





in der Umgebung von z2=co regulär ist. Die Differentialgleichung (U) 
wird, wenn die Gleichung 


A +ana+n=0 


zwei verschiedene Wurzeln «,, @, hat, durch die Thomeschen Normalreihen 


‘ A; 4; 
Seel 1+ 1 gr = bene (i=1,2) 
X & 
befriedigt, worin 
ir ar 
9:(%) ur 3 1 +0; „rt ++ 0,;7 Br 


eine ganze Funktion (4 + 1)-ten Grades von x ist. Wir können wieder 
B=e,—a, als reell und positiv voraussetzen. 
Die Funktionen 


1 4; Ain 
p,= er) gi »(;): b,=1+ : 


+..—4 j ((=1,2) 


x u” 
genügen der Differentialgleichung 
DW)=y'+py+atpy=. 
Es ist 
B; 


= — 
p- Hear (=1 2) 


| 1 . 
wo %; als Potenzreihe von - darstellbar ist. 


Wenn man 
D,y)=DW-Py=tyytaPy 
setzt, so schreibt sich die Differentialgleichung (C) 
D, (Y) = D,(y). 
Wir haben jetzt 


Yı, p2 | J° x)-+0s(: ) 01 +0 +k l 
| = f N | — [i 9 ( ?) I2(* Kuh ige ob b) 
| Y 1» Tı | WW 





= 
i 
e: 
3 


Pr 


’mnN 


“ 
ER. 
a 
8 
£ 
= 
= 
E 
N 
0. 
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. . 4 . 1 P} 
wo & eine ganze rationale Funktion von „ Ist, 


d,= (f: IS, —(,, 


I; l 
7 = end) a v( }; (1 
x 


wo », in der Umgebung von 2=x regulär ist. Setzt man 


pr Bd = l 
D, (y ;) wi g9:(&) with n—?2 1( ); dein 


so ist auch 4, in der Umgebung von 2=x regulär. 

Wir führen die positive Größe /t so ein, daß für © > nieht nur 
P, und P, regulär sind, sondern auch 2 von Null verschieden ist; dann 
sind auch p,, q; für © > regulär. 

Indem wir ,, gleich y, oder , setzen, berechnen wir ,, 1, ... ver 
mittels der Rekursionsformel 


> 


i $ 1 
! = Fo. D,(u)=de. 
! v+l Zn “\ % AM ) 


wo / ein noch passend zu wählender Integrationsweg ist, welcher aus dem 
Unendlichen kommt und in x endigt: wie früher ist 


D; (U,41) . B D, ()/D: (u,) = dx. 


$ 10. 


Wir beginnen mit «=4,. Wir setzen 





= —M, 9 use: 03,0, ... = 02, — Ars 

h (x) ( E20 2 x 3 
UIT)= (IT) — ( L = /7 — + on. —- ER 

( 7 VE \ ) g( ) I k+ 1 r 2 k En T 17% 


P ist nach der oben gemachten Annahme positiv. Setzt man 


D, (u,) = end) rt rn F, (x), »=0,1,2,...) 


so ist 


F@&)=4(,) 
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und \ 


Fa@=q(,)/a""F,@p(i)de 
I 


1 > in | 
‚ah(2) „9 (=) / s—hk2) ya-0o—n—? F - ( ) / .. 
+1 a e X (z)», dt: 
Ta a7. »( )P: F 
l 
ferner ist 


u {} —f l 2 >} y j 
u, f f e (x) x 0] on PD, ( -) / el F, (x) Y( r ) d en 
[Z 4 / dd 
| ß Ä .n l 
ı ohlz) „oO —h(z) „-o—n—2 J, . . 
I ‘ I D,( ) / € Mi I f & 1,( da ° 
l < DER y ( ) P: x 
I 


Den Integrationsweg / wählen wir folgendermaßen. 
Wir setzen 
riet rw 
und verstehen unter /=/!'? (p=0,1,... k) den Weg, welchen » durchläuft, 
wenn 
Er 4 4 


mit dem der Bedingung 


e ” re 
2pnı <gyg<2pnH+ 5 (» ganze Zahl) 


genügenden /esten Argument p aus dem Unendlichen nach 0 geht; dabei 
ist von den 4+ 1 Werten von 
k+]l 


v—Yartı + u 


derjenige zu nehmen, welcher für «=0 in 


i9 
= 0«€ 
übergeht. 
Im Falle A=0 ist v=.ı04+ we, so daß / die aus dem Unendliehen mit 


dem Anfangsargument y nach x laufende Gerade ist. 
Die Gleichung 
yArl sn gt + re Y 


seht, wenn man 


E_ 0 u 


setzt, dureh Multiplikation mit e”’'? in 


a7 2 


nn 
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tr 1. \9r . k 7 
0 k+1 peilKk+1)4 y) - .g” 1 gi Kt 1)d—Y) -} 


ae ah 
ee ee a . 


f) » 


über; durch Trennung der reellen und imaginären Glieder erhält man die 
beiden Gleichungen 


en cos ((k E= 1) d _ Y ) — et cos ((k + 1) I — Yy)rr, 
o'**!sin ((k + 1) En y ) zn ort! sin ((k + 1) ae Y > 
Beschränkt man x auf den Sektor 


p 
k+1 


Yf sT 


<Taror- B 
o kHiTkrı 


so liegt der Winkel (“«+1)9—y zwischen O und z, hat also einen positiven 
Sinus und die Gleichung 
k+1 
0-0] un ul - p) 
sin((k+1)9 —yg) 


stellt, wenn 9’ auf das Intervall 


I u 5, m 


up a 41° 143 


beschränkt und der positive Wert der Wurzel genommen wird, eine in dem- 
selben Sektor verlaufende Linie /, dar,*) welche die Punkte 


I - T a =— 


a = 0958 
k+1’ 
und 
( 4 a 
I = / 4. 0 —=x 


TE” k+1’ 


, 


verbindet, durch den Punkt 2=o«'” geht und bei 


S 


ee A 
k+1 2(k+]1) 


den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 


k+] 


o Ysin((k+ 9 —p) 


*) Die 4 übrigen Zweige, welche in den Sektoren 


p "75 p 2. +1)a 
k 


+1? un ee = 


k+1 k+1 
verlaufen, kommen hier nicht in Betracht. 














56 Horn, asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 


3 


von außen berührt. Im Falle k=0 ist die Linie / eine Gerade, im Falle 
k—=1 ein Ast einer gleichseitigen Hyperbel. Der RUE OB I ist 


FREENET, 


derjenige Teil der Kurve Z, welcher mit dem Argument eg aus dem Un- 
endlichen kommt und in x endigt. 


Um diejenige Kurve /, zu erhalten, welche den um den Nullpunkt 
mit dem Radius /? beschriebenen Kreis in dem Punkte mit dem Argument 


p 
k+iT > (k = ) berührt, setzen wir 


= ‘= 4 = j 
Ft 


Die eine Hälfte dieser Kurve ist dargestellt durch 


= (9' = Y rt 

m gr NE ") 

\ k+1 k+1 ) k ] 2° 1 l | 
Vsin((kA+1)9'—g) (k + 6; = + 


wir bezeichnen mit ©, den von dieser Hälfte und dem Kreisbogen 


' _ D & u 9 ... F * ne 
e=R für 9,47" gi taerT 


abgegrenzten, ins Unendliche reichenden Teil des Sektors 


2 et Et 
re ne re 


&, ist also durch die folgenden Bedingungen definiert: 





Fun .. Y ir g' I eg p 7T 
2 ER a Si tg 
R 
Zum 
Vsin ((k+ 9 <g) 
.. f TU ( 7E 
<#- 
für „2, t 2(k + 1) 4 





Dann verläuft jeder nach einem Punkt x von ©, 
gehende Weg / ganz im Gebiete ©. (Fig. 13 
Figur 13. für k= 1.) 


Wir beschränken 9 auf das Intervall 


2» n<_ 





p<2pnt+,- 











a a RE EENER Ar EEEE 
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wo 
O<d<n 
ist: wir unterwerfen überdies die Größe 


= (k +1)9—y 
der Bedingung 
ent, 


.) 


- 


Dann ist bei festgehaltenem % 


) 

p p Se 
4 a. A a 

rt s52T7" +7 


Läßt man y zwischen den oben angegebenen Grenzen variieren, so bewegt 
sich x in dem Sektor 











ei 2p st + — 
epn _ u 2 
k+1— = k+1 
Wir trennen von dem Gebiete &, den in dem Sektor 
Ö 
f 2 y' -_. f T 
k+1 + k+i>" —>7+1' +1 
enthaltenen Teil ab; das übrig bleibende Gebiet 
'—R fa g 9 w ud 
0 _ R für k+1= SF +1T3arT 
Ö 
-ı Kuma 
’ R w p 7T i ' f 2 
<< 
Zur u für ktitT2a+n SE+1' kH1 
Vsin(&+1)9 —Q) 
bezeichnen wir mit &, (Fig. 13). ö 
Die sämtlichen Gebiete &,, welche zu 
Werten von y zwischen den oben angegebenen RS 
Grenzen gehören, füllen das folgende Gebiet Tr 
aus, welches wir mit © bezeichnen (Fig. 14 
für Äk=1, p=P0): 
Ö 
pe Iprr oe „wr+ l)n — ö 
0 —h für k+1 in 'R + ’ Figur 14. 
Ö 3 
Re R i (2p+1)n — > | (2» - >) — 0) 
0 De A ——————— für <a << — . 
k+1 k+]1 k+1 


V sin (da +1) R- + + 
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$ 11. 
Zur Berechnung von 
] 2 3 de 
ur Imm+? 
. I 
setzen wir 
„it! di ge e'k+1) 9 4 reiy 


=[e cos(k+ I + reosp] + il" sin(k+1)9+ rsinp], 


Io]? KH) pr 20 Hp 08 +, 


wo o=(k+1)$4—g ist, und 


dv = = 
(dk 1) |vj*’ 
es ist also 

1 dr 
ur / 


n+k+?2) 


("+20 +! rcosu + 0? KtlD)2a+ı) 


wo der positive Wert der im Nenner erscheinenden Potenz zu nehmen ist, 


oder 
L z (w) 


rt 


Kr 


Wenn ® wie oben auf das Intervall 


re 


2 


beschränkt wird. 


A N . Ö 
“+ 2ucosw+1l>u—2ucos , 


also 
(W<;.; f u 
(u 2u 08 ,, + 1 )2640 
j 1 
(+ 1 (sin Je 
oder 


w)<K, 


du 


2ucosw + 


f n+k+2 “ 
1)2a+1) 


+1, 


® dt 


= n+k+2 


2 1) 2a-+1) 
RAR, + ) , 
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wo A eine endliche positive Größe darstellt. Demnach ist im ganzen Gebiete & 


L.<_X 


x x n+1”* 


Im Falle k=0 ist 


(w) a 1 [ dt 


n 
. ” 1 
sat! 4° .,(+1)37 


“ — cotgz 
Ö 
m — 
| ” dt .) 
< : - 
- i° ; A) 
RZ ww r sin”t! 
-—  — (OL vr 2 
so daß 
Ö 
Be — 
K= 
a +‘ 
sın > 


gesetzt werden kann. 
Wir suchen eine Größe, unter welcher die Funktion 


w 2 e'' (z) —h(r) + o(log x — logr) 
bleibt, wenn x ein beliebiger Punkt des Gebietes & und ” ein beliebiger 
oO 


Punkt eines in x endigenden Weges / ist. Führt man an Stelle von ” die 
Veränderliche «© ein, so wird 


u: Ö 
. 3 2 k Pr-+1—i li + ee | 


AN; 2 Ei Da 
ns ir1 & ; 
0 N 
4 1814) 
ne Bw -; 
Der reelle Teil von — .”- ist 
k+ 1 
B r CO8 ( < 8 = sit Ö 
PER INS a N i 
B+T ea k+1 2 
Die Funktion 
k+1 3 


C) Bi + > 4 )iri u | 


an 
- 


welche dadurch eindeutig fixiert ist, daß für reelle positive 
positiven Werte der Ausdrücke 


: die reellen 
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k+1 k+l 4 
2*.,. (A427 m" 
4 (rn — 4 7 (r — : 
gewählt und die Geraden argz=— wg und arg = — +1 nicht 


überschritten werden, bleibt dem absoluten Betrage nach kleiner als eine 
endliche Größe ,; denn der so fixierte Zweig der Funktion /,(z) hat 


in dem Gebiete 
Hr.) ı(a-5) 


Br <argz < —— 
irı > k+1 
nur die singulären Stellen z=0 und z=>o mit den endlichen Funktions- 
werten 5; (0)=0 und ; (x)=1. 
Wenn man 
um k+1 
= —I 


setzt und beachtet, dab 


) 
arg2=,,,(7-(k+1)9) 


) (7 —_ & 


zwischen 0 und — —— — _”- bleibt, so erhält man 


k+1 
(+ mn —1 
Pen EU, 
weht 


oder 
. r fi 


Es ist 


r? 2r 


+ 608 0 
o? +1) ort! 


u 


1+ m |=V1+ 


1 ’ 2r Ö A 
>] + am ger cs, Zsn5; 


. Bd . .. m) . 
denn sin’ ist das Minimum der Funktion 


) 


en Ö 
1+°—2teos 


2 


tl 
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der Veränderlichen {=roe *+", Ferner ist 


log(1 + Zp) —=log 1+ Fr + arg (1 4 4) 
also hat, wenn 
o=0 +10" 
gesetzt wird, der Ausdruck 
-olog(1+.,) 


den reellen Teil 


[ZH 


u | 
N=-a log 1 ran E 5 o"arg(1 + 3a): 


u . . Ö i 
Das Argument —o» von ri liegt zwischen 0 und -(1- 5); zwischen 


. u 
denselben Grenzen liegt auch das Argument von I+ .,, so daß 
«dr \ 


w RER 
arg(1+ ni) <.-; 
ist. Für 2 >R ist 


log sin 4 <log 1+ ve “ log(1 + ); 


Ri 


es ist also im Falle # >0 
R<- o'logsin + 0" (n-°), 
im Falle « < 0 


R<Io log(i+ n)+ 9" (n 5). 


Der bequemeren Schreibweise halber benutzen wir die für beliebiges o 
gültige Ungleichung 
N<o (log(1 + 2) — log sin . +71 — AN 


— 


Der reelle Teil von W ist nicht größer als die Summe aus dem 
reellen Teil des ersten Gliedes, dem reellen Teil (oder dem absoluten Be- 
trage) des letzten Gliedes und den absoluten Beträgen der übrigen Glieder, 
also 
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1 
” Pr 9 “Bari! Mar Hi 


nd r . 6Ö Ö 
#3 I (log(1 + pa)” log sin +0 >)" 
Demnach ist 


FSB. — logsin 9) 


> > 
w < .* +1 ui r 
WM 
ar .06 k | Br41-ı| My rkHı 0} r 
- N S e x 1 ii sein Or l . 
BR > > rs 7 tg rlosl + pH) 


Der letzte Exponentialausdruck, welcher für »=0 den Wert 1 und für 
"= x den Wert 0 annimmt, bleibt für alle reellen positiven Werte von r 
unter einer endlichen Größe. Daher ist 


vw < Er. 


wo // eine endliche positive Größe darstellt. 


s 12. 
Für  >R sei 


5 ö l - 1 ; 
ee 
n(,) MM, 4 (2) N, B.(,) N, 
also auch 
F@)<N. 
Wir beschränken x auf das in $ 10 eingeführte Gebiet ©, und ver- 
stehen unter / den durch die Gleichung 
„At! _ 1 + Y e'I (r=2...0) 


definierten, aus dem Unendlichen nach x laufenden Weg; „ sei ein fester 
Ö 


r. . 7T 
Winkel zwischen 2pr und 2pn +,—5- 


Dann ist 


F,@) <MNt(1+ Hy. 





a 


St 
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Denn, wenn dies richtig ist, so folgt aus der Gleichung 


Fu@=4l)/ Kom (li). 


| j ı — hie o (log — log »r Y ] dv 
1 0 F  ZOTT OF 
l 


da 
er =dL, 
© . 
ist, 
‚ 1 A7r-+? y+1 L, 
F,.@)<MHN#(14 Hyt / dL, 
| / v+l 
ve. v+1l \/vr +? v+l ‘2 j 
— Mt N (1+/1 GEN] 
Aus der Formel 
ke a l N IN do 
u. "red, (-) / I v (v) pi () rt? 
. 1 Al) —hle) +o(logxr —loge) ]L' (ıı\n l dv 
4 2) € F, \ )»»(..) +? 
folgt 


»; 


.7v 
U en) ge il . MH N#H(1+ + / 2 d A 


EN | Pitt 
N. MH Net! nu +1 } 

%. MM (1+M) Grm! 
Nun ist 


also, wenn man 
MNA+INDK=Q 
Setzt, 
(J y 
en ( z|\rt ;) 
ud ae MN 


. ! . 


"Li 


Demnach ist die der Differentialgleichung (C) genügende Reihe 
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im Gebiete &, konvergent. Wenn man 
zer ® (eb, + +4) 


setzt, so ist für alle dem Gebiete ©, angehörigen Werte von x 


L 
Yı — at 3 u, er) an 


v=l 


also 


y=) yv—i) 


s 1 () Q 
IN Q z (v+ = > -NQ B> (v+ 5; u) " 


Die Größe Q ist von dem zwischen 2pr und 2pn +) — 


genommenen Winkel p unabhängig. 


an- 


IN 


Jedes einzelne der zum Zwecke der Bestimmung von , nach ein- 
ander zu berechnenden Integrale bleibt bei festgehaltenem Wert von x un- 
geändert, wenn man den Winkel p, welcher dem Integrationsweg / zugrunde 
liegt, innerhalb der zulässigen Grenzen ändert. Die Reihe n, ist im ganzen 


Gebiete © konvergent, und auch die Ungleichung 


1 () \? 
RL a 
7ı l BR 1)! ir) 
gilt überall in ©. 
Der zu 
(2 Pt; 24 
= — BR 
"=sc 
gehörige Radiusvektor der Begrenzungslinie von & ist 
ir 
O kN) z* 
\ sin R 
Das Gebiet 
R 2pr DE ie + AL 
Jr <argı <- 
i k+1 d I. + % 8 l + 1 
ysin = 


bildet einen Teil des Gebietes &. Da der Sektor 


2pri (27-: 5)" 7. 


ir zagt>- +1 


u : a 22 dd P.73 u a) 
EEE NRZ 


u 


Z 


er 


el 
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ebenso behandelt werden kann wie bisher der Sektor 


(2p +5)” Ö 


+ 1 


- ww 


t 


.) 
„pri R u 
+1 <argı 


so führen wir das Gebiet &; =®”’(p=0,1,... k) 


u R (2 9 — ,) + Ö (2p 7 5) n—6 
2i.— ; <_aro r- 
| | k+1 r k: +1 o / + 1 
| sin, 


ein. 
Wir haben ein Integral 
m? 1 k) 
der Differentialgleichung (CU), welches durch eine im Gebiete 6,”' konvergente 
Reihe dargestellt wird und sich auf die Form 


y(P) 
(pP) _ pe) 20, (« >» L/ \ 
ne A ®, =’ 


bringen läßt, wo |7/”’| im Gebiete &/” unter einer endlichen Größe bleibt. 


$ 13. 
Wir führen eine der bisherigen entsprechende Rechnung aus, indem 
wir mit „= g, beginnen. 
Wir haben jetzt, wenn 
D, (u,) — e° (x) Par k—n—?2 F (x) uraa 
sesetzt wird, 
nn l 
Fu(&) = 1 ( ) 
N C/ 
und 


y \ l a: \ zn ; „fr nn B Y \ I 
F, +12) nlz)e @x je ee") 2° :F,@)p(Z)da 


SE EEE | 

+% (-)/ x "F,(@)%; („)de; 
? 9 (2) »—e: ’ a ) IN EN 
„ze? xTe geht aus F,,,(x«) dadurch hervor, daß man 1) durch Bl, ) 
ersetzt. Unter / verstehen wir den aus dem Unendlichen kommenden, in x 


endenden Weg, welchen v beschreibt, wenn 


w—= uf +1 er at +1 a re'Y 
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mit dem festen Argument 9, welches der Bedingung 





rc ITt 
2pn+ „<y<2pn +; P=4,1,..h 
genügt, aus dem Unendlichen nach O geht. 
Mit &”(»=0,1....,) bezeichnen wir das Gebiet 
\ 
(27 ,)a +3 (ap + 3)7-0 
2» — Ur ( zp + Fa 
| R a" ‚73 
x > e< 
ir 5° "+1 us k+l1 
| sin, 
Das Integral | 
en, (PS...) 
yz=V) 
läbt sich auf die Form bringen: 
‚(2 
7, = e®: (2) 22: (®; + I), 
wo 7," im Gebiete &,” unter einer endlichen Größe bleibt. 
Wir zeigen, daß die 2 (+1) Integrale 
m, nn, s N, N," N, ar 17, ® 
von der Zahl », welche bei ihrer Bildung benutzt wurde, unabhängig sind. 
Es ist 
lım NP) er ne) pn e1 . 2: 
\ ZU » 7 . y . 
wenn . mit dem Argument „ x ins Unendliche geht. Um zu zeigen, daß 
,,”’ das einzige Integral mit dieser Eigenschaft ist, nehmen wir an, es sei 
N,=Cı nn, + Cy nr lim 1, ge“ (2) grügr 1. 
wenn x mit dem angegebenen Argument ins Unendliche geht. Es ist 
(x) DR Y (P) h(x) an (2) 
Ku Bi c(®, 7 A) + 6, e 2 (®; u 2a): 
wo 7,3”, 73” bei dem beschriebenen Grenzübergang endlich bleiben. Da 
>) „ck 1 
} JA 
na): -- „ 
\ ) J. + | ' 


> reell positiv und das Argument von „U*' 


gleich 2pr ist, so ist 

lim" =: 
also muß © 0 und, da im, =1 ist, ,=1, d.h. „,=n,*’ sein. Demnach 
erhält man dieselbe Funktion »,, wie auch r ursprünglich gewählt war. 


® 
= 
e, 
En 
® 
“ 
= 


EEE RR 


RER 


7 
a 
” 

Se 
e 

S 

5 





A 











Horn, asymptotische Darstellung der Integrale linearer Dijierentialgleichungen. 67 


So ergibt sich der folgende Satz: 
In der Nähe der Unbestimmtheitsstelle x = x gilt dıe asymptotische 


(rleichung 
f )) ‘ 
7 I —— Dj ( } 
fur 
.) ’ er .) = 0 
pri D7T SE ByL; 
_ — -<argı < + — 
SR aaa 7 975 ee a re 7 
und die asymptotische (rleichung 
j ‚(») Ew a \ 
l2 2 
für 
0) ww » 
=p TT 7T au pri DIE 
— ‘ rot u = 
+1 3k+ı) 8 HITS HT 


Nunmehr lassen sich die im 23. Bd. der Act. math., S. 171#f. für 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten an- 
gestellten Untersuchungen auf die Differentialgleichung (CÜ) übertragen. 

Der Fall «,=o, läßt sich (a. a. O. S. 199#f.) auf den bisher be- 


handelten Fall &, +0, zurückführen. 
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Über die Kräfte, die Kegelschnitte als Bahnen 
hervorrufen. 


Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen. 


Die von bertrand*) angeregte Frage „Die Arafte zu bestimmen, welche 
hei beliebiger Anfangslage und Anfangsgeschwrndigkeit stets Kegelschnitte als 
Bahnen herworbringen,“ hat Herr Kyparıssos Stephanos im 131. Bande dieses 
Journals behandelt und bewiesen. daß die Richtung einer solchen Kraft durch 
einen festen Punkt gehen oder parallel mit sich selbst bleiben muß. Wenn 
ich hier dieselbe Frage betrachte, so geschieht dies nicht nur, weil meine 
Methode eine viel kürzere und leichtere Lösung der Aufgabe gestattet, 
sondern hauptsächlich, weil aus meiner Lösung die bemerkenswerte Eigen- 
schaft hervorgeht, dab, wenn eime Kraft fur zweı verschiedene Richtungen 
der Anfangsgeschwindigkeiten die ın Rede stehende Eigenschaft hat, sıe dre- 
selbe fur elle Richtungen hat. 


Man denke sich in der Ebene «0, die Bewegung eines Punktes, 
der zur Zeit ?=0 die Lage (a, b) und die Geschwindigkeit (a', ’) hat; von 
der Kraft, die auf den Punkt wirkt, wird angenommen, daß sie nur von 
der Stelle (x, y) abhängt, so daß ihre Komponenten A, Y als (ein- oder 
mehrwertige aber kontinuierliche und differenzierbare) Funktionen der Koordi- 
naten x, y betrachtet werden. Die Koordinaten (x, y) dieses Punktes, als 
Funktionen der Zeit 2 betrachtet, können für einen gewissen Zeitabschnitt 
t=0...h) durch die Zaylorsche Formel dargestellt werden: 


FR 


*) „Uomptes Rendus“, annee 1577. 





Bee 


4 
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? 

Bi. 
Bi 
a 
.i 
“ 
2 
Ri 
u 
R 


2 3 


t Pe’ 
Ben tatta) Hat 
(1.) 2 5) 


t” y 
' " ı 
y-ytylryztry ct‘; 
es ist aber (2.) 
 — N, y" } 
ı oX 4 oX ! m o) N ( ) ! 
ne „—Y, yw: l J, 
107 oy' : oa oy 
rm 0°’X > o’X Bu o’X ») > rn 0’ Y m 0° 4 ni Ai Y rn) 
=>” +2.- —- 27 y +s;Yy +P, y=.z2° +20 y+4asy +, 
Dr Tuner ray t lb 7° Ze = re Aal 77 2 Mae 
‚OX ‚oX ‚oY .OY 
OÖ: Oi ( 
(wo PsAz—H ll 5-]: (wo Om Ä-— + /- \, 
Ow oy/ or Oy/ 


Soll nun die Bahn bei beliebiger Anfangsgeschwindigkeit (a, 5’) und bei 
beliebiger Anfangslage (a, 5) immer eine Kurve zweiten Grades sein, so 
missen die Werte (1.) für alle Werte von ? (t=0...h) eine gewisse 
Gleichung von der Form 
A(x— a)’ +2B(a- a) y—b)+l(y—b) +2 Aa —a)+2E(y—b) = 0 

erfüllen, deren Koeffizienten 4, B,.. von den Anfangswerten (a, b), (a, 5) 
abhängen, und es handelt sich darum, die Kraft (A, F) zu bestimmen, welche 
eine solehe Bewegung hervorbringen kann. 

Um die Aufgabe zu vereinfachen, will ich nur diejenigen Anfangs- 
geschwindigkeiten in Betracht ziehen, welche parallel zu den Koordinaten- 
axen 0x, Oy sind. (Die auf diese Weise erhaltenen Bedingungen sind zur 
Lösung der Aufgabe notwendig, daß sie auch hinreichend sind, wird sich in der 
Folge ergeben); ich setze also zuerst 5’=0, dann ist nach (2.) für = a, y=b 


ı.=4, y, vn h, 
=d, y. —(. 
a" m. 2 TR F 
6, 4 [EE} ( ) , 
Ag ni 2 4 Yo oO f] d b) 
O4 j 
O’X m On ’ 
ZZ i L 
T, = .. a” + 4 Je ° 0a” a +4, 
or 
AV 
. 0°} 
Erz ya on ı Ma’ 
€ ox' 


soaQ oY/oX, o0Y 
wo M — 3 N _ er. 2 ( nn + r ) . 
( Ah ox oOX O U 
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is ist noch zu erwähnen, daß in den Komponenten X, Y und ihren Ab- 
leitungen statt x, y die Anfangskoordinaten (a, b) (die der Zeit t=0 ent- 
sprechen) zu setzen sind. 


Die Entwieklungen von x und y sind jetzt nach dem vorhergehenden (‘ 
! r f? f] Ö X t? o’X ‘ t! 
‘ t=utal- A Ad ( z— a” P) 
(3.) 1 ” 2 + x 6 + oc + 24 


+ Y5 +0 + (Sa + Q)E + (a” + Ma'),5 
y=b+ 4-=--t|\3;@" a ...: 
J 2 oOw 6 Oo. 24 ow’ + 120 + ; 
ferner ist (4.) 


f \ 1) > ! r ee | ı) oO X 1 o°’X r OÖ X e 

» \- 2 - a. - + ' ı P ” 2 iu; 
(ara taAt +5 +54 5)! +54 (5 a"ı+-PpP+2X 5—)t he. 
"y oY 


y-b'= er Üt+::., 


OX 
i Re Bu 
(a) (y— b) = „a rFP+4 (, Xl TG dt E -)e 


0X ig Fin 


+ ER + E& a? + a)la'r +: 


Die Bahn muß jetzt im Anfangspunkte (a, 5) ihre Tangente parallel zur 
x-Achse haben, folglich ist ihre Gleiehung von der Form 

A(x— a) +2B(&@— a) y-b)+T(y—b’ +2E(y—b)=0. 
Setzen wir nun die Werte von (@«—«), (y—b), ... in diese Gleichung ein, 
so müssen die Koeffizienten jeder Potenz von ? gleich Null sein; wir er- 
halten demnach folgende Gleichungen: 


Ad” +EY=0, 
er 


AX+BY+ ET =0, 


A(3X +40") + B(6XY +4 ser + E(ia ?4+0Q)=0, 


(ar + P+ KT) Ele 0) 


OX 


+27 Yan, ner, ?+M)=0, 


und durch Elimination der Koeffizienten 4, B, ... erhalten wir folgende 
Bedingungsgleichung”): 


*) Den besonderen Fall, wo die Kraft parallel zu sich selbst bleibt, werden wir 
später betrachten. 





ee er 
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a” 0 0 y 
A Y N - 0 Y 
», O4 
9) 3A +4a” ö e san! m* Pi 2) .. 
(eo Or 


O4 
RR E UI +3 )r0+2 0, 2, U M+0”S) 
Die Anfangskoordinaten («, 5), welche man in den Komponenten A, } und 
ihren Ableitungen statt der x, y setzen muß, sind ganz beliebig und von 
einander unabhängig. Daher können wir sie mit x, y bezeiehnen und mit 
den Variabeln x, y, von denen die A, Y abhängen, identifizieren. 

Die Bedingung (5.) soll aber für jeden Wert der Anfangsgeschwin- 
digkeit «' gelten. Wenn man also die Determinante nach Potenzen von « 
entwickelt und in die Form: E+9®a”-+ Ha*—0O setzt, so zerfällt die Be- 
dingung (5.) in die drei folgenden: 


ereerart Pr _°%)=0 


x ( Yy \ 027 O2 
i . 00 l ap ; j .‚oY .O X 
2\ e En = 
0) YZ+,N)-5,20+0=0, (wo o= X. - 1%), 
3 ee oYY 
‚3/7. - SI — ; 40 . 
an 91-5, +40) 0: 


Diese drei Bedingungsgleichungen für die unbekannten Komponenten X, F 
hat uns die Betrachtung der zur x-Achse parallelen Anfangsgeschwindigkeiten 
geliefert. Eine bloße Vertauschung der (x, y) und (A, }) mit einander wird 
uns offenbar zu den Bedingungen führen, die von den zur y-Achse parallelen 
herrühren: diese sind folgende: 


ae a er a 
(E) a. au — 
‘E) 2:77, + Xr(5, > )=0, 
tor , 1 »- oX 
n' i an .) Hr > \ an 
(0) 5, +5 N)-5,(27+P)=0, 
RR a0 2 ON 

0, - — eo) ı . — - 

(m) SD SEE 40(';,) 0, 


‚oX ‚oY . ZIP Sara. ON 
(wo = = —- X, wi N=3-- - 2° a . ))- 


Oy oy U Oy Ox Oy 
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Integration der Gleichungen H=0 und HW—=0. 


we 
Wenn man in der Gleichung H—=0 setzt Y=y-Y, °’, so kommt 
z FE. A, Ace er , . ’ u 
für #, die Gleichung "3 ;=0, dh =0Ca+20,0+0, folglich ist 
(6.) = nn 
(Ca? +2,82 + (,) 


ebenso finden wir aus (IT) 


(7. A | ns 
(Sy + 28, Y + S,) 


wo die (, C,, €, nur von y und die S, S,, 5, nur von x abhängen. 


39 


Integration der Gleichung E=V0. 


y . K} . y Y u . . * 
Setzt man in der Gleichung E = y=o, so geht sie in die lineare 
Gleichung über: 
OW on) 
+w—— =0, 
O8 oOy ü 


deren Integral (der Fall » = Konst. ist schon ausgeschlossen) lautet 


s 
f 


(8.) y-vı=gy(o), 

wo g (w) eine willkürliche Funktion bedeute. Durch diese Gleichung 

wird für jede Stelle (x, y) der Ebene die Richtung der Kraft gegeben. 
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende: Für jeden 

Wert von ® stellt sie eine gerade Linie dar, mit deren Richtung die der 

Kraft übereinstimmen muß, und diese Geraden umhüllen die Kurve 


ve —-go(o), y=Y(wo)— og (w), 


Integration der Glerchungen 9=0 und 9 —V. 


Um die Integration dieser Gleichungen zu ermöglichen, wollen wir 
denselben mit Hilfe der Gleichung E=0 eine andere Form geben. Zu dem 
Ende schreiben wir die Gleichung E=0 wie folgt: 

ze. yet YA 
ow Oz 0Oy RE er ® 
Y X 








ww 
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h "WEL EURO; a: ke 
ferner ist „= (nach derselben Gleichung E - 0); wir können also setzen 


P=o+.Ä, Q=o-fl, 


% 


ter: A, 0=r.JlJ, 
wo o und ” zwei neue Variablen sind, welche bei der Vertauschung der 
(x, y) und der (A, F) mit einander invariant bleiben. 


oX 6) 


OMA O1 


Es folgt 0—r 


Führt man die Werte von (2 und o in die Gleichung 9=0 ein, so findet man 


’ 9... Ak, 
9.) 9--+8,--— Br+40)=0. 
”E Ow OX Or ° ee 


Auf ähnliche Weise findet man aus (9) 


; nn ©0 EEE oleX } 
(9) 3— +5. — Zr +40o)—=0. 
. _ oy oy Oy £ 


Es scheint nun zweckmäßig, statt der unabhängigen Variabeln ., y andere 


i i. ”e er F\ 
einzuführen. Wir nehmen als solche die Variabeln x und o ( v): Um 
die Transformation auszuführen, haben wir die Formeln (wo + 4'(w) dureh 
2 bezeichnet wird) 


i Oo '® ve &° Il o 
(10.) ee a 4 | 
I. ) oOX Ox “2 0Ww ou 2 00 
worin die in eekige Klammern eingeschlossenen Ableitungen den früheren 
unabhängigen Variabeln x, y entsprechen. 

Führt man diese Transformation aus, so geht das System der Glei- 
ehungen (9.) und (9) in foigendes über 


u A . or \ | oleX 
(11.) 3=-+D5: — (Zr r 40 ) = UV), 
U dl) / co’ 
% 00 pr or /% 1 \ oleX 1 
(11'.) 3e ı 57 _(3r+4o)l “ 0. 
\ Oox oXx ia P ’ x J/ 


Wir haben noch 


ferner ist 
oX oY ON Bi N 
0 ng ’ — | \ | r | 2 | mn “ a 4 “ also or: \ * 


ow 
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Setzt man nun diese Werte von o und ” in die Gleichungen (11.) und 
(11’.) ein, so erhält man für die Komponente X folgende zwei Gleichungen 


o’X 2 0X A 4 (OAÄN\” 
(12.) N 
‘ / “or: L « orx 4 % X Noir I 
0°’X 20X X oX 0. 
(13.  Plclk Est au © y (w) — de e -(), 
\ ) "oOrdw x“ 0w a P8 ANödo 0x 


> ,— 3 . . a . . 
und wenn X= X, “ gesetzt wird, so gehen diese Gleichungen in die fol- 
senden über 


2’ \ A) o’X, af ho ® ” ) Y Eur 

\ dr F Ir D ] m Ö ] = 3 1 . 
N o’X 0X > , 
(13..) g-_——- —- - „+ —-—g'(w) A,=0; 
5 e Or oO 2 0W % 


die erste dieser Gleichungen enthält keine Ableitung nach ®, sie ist also 
als eine gewöhnliche Differentialgleichung zu betrachten, und da da = dz 
ist, so kann man sie auch so schreiben 


o’X bOoX u. | 
9 —: +- —1 A, =0; 


ox#” 2 0x % 


das Integral dieser Gleichung ist 


also ist 
(14.) X= 
wo £2,, (3, nur von »& abhängen. 
Versuchen wir nun mit dem gefundenen Werte von A, auch die 
„weite Gleichung (13'.) zu befriedigen, so finden wir 
92, +112,4"(w)]z — .y'(w)=0, 
und da die Variable x nur in z enthalten ist z=x+y(w)), so folgt 
g(w)=0 und 2&,=0; 
also muß sein: (wo) =wü+n (wo CL, n Konstanten) und: (2, = konst. = c. 
Durch diesen Wert von % (w) wird die Gleichung (8.): 


ze —{ yon 


u 


die Richtung der Kraft muß sich also (wenn sie nicht etwa parallel zu sich 


& 
3 
34 








Hazzidakis. uber die Kräfte, die NKegelschnitt als Bahnen hervor, Ti en. 7 
h li 


- 


gehen; und wenn man diesen Punkt 


. 2 edle ER Y 
als Anfangspunkt nimmt, so wird die Gleichung (8): = undy(W)=(, 


c 


selbst bleibt) durch einen festen Punkt (£. 7 


1/ 


also zZ=ı. 


Um nun die Komponenten X, } der Kraft zu finden, setzen wir 
BR 2 ’ Y 
(15.) A u. ) 


dann ist / nach (6.) und (7.) eine ganze Funktion zweiten (Grades von 
x und y, und wenn wir beide Werte von / aus (7.) und (14.) vergleichen, 


so finden wir 
A = N -r 2S,% = DD, — (2a + ey, 


Differentiieren wir zweimal nach &. so finden wir (da y = w-.v ist) 
(16.) 


daraus folgt s=-2,2 +27 und c2 =; 
wir haben also zwei Fälle zu unterscheiden : 
l. Wenn c=0 ist, so kommt aus (16.) 
2 =ıiwW" +24, w+A,, 

S=h, Sean Sehe: 
also (17.) I =iy+2Ary+h,rt: 
4 ist also in diesem Falle eine beliebige homogene Funktion zweiten 
Grades von ı, % 


2. Wenn 2)’ =V0 ist, so finden wir aus (16.) 


Sl, 5, =All,2+c), = (hr rc); 
also (18.) 4 = (hky+hX+c); 


4 ist also in diesem Falle das Quadrat einer beliebigen ganzen Funktion 
ersten Grades von , %. 

Wir finden auf diese Weise die von Darboux und Halphen gegebene 
Bestimmung der Zentralkräfte, die Kegelschnitte als Bahnen hervorbringen. 


10* 
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Wir haben noch den Fall zu betrachten, wo die Kraft eine un- 
veränderte Richtung beibehalten soll. 

Es sei Y=4-X (4 eine Konstante); 
nach (6.) und (7.) ist 


(19. EC . Y _ ) 


wo .4, eine ganze Funktion zweiten Grades von x, y bedeutet; die beiden 
Gleichungen (9.) und (9) geben nun (weil # = 0): 


„ oleo olsAX »0olro oleX 
3——4 =), 9— 4 — 0: 
da da Oy oy 
. . . . . 
folelich ist oe=UÄ’, 
oA oX. wi -}. 
oder + A=ÜUX°, und da \= /, ° ist, so kommt 
Bl; oy 
od „04 un;,t 
(20.) — +1 = — UA. 
OL ( U} *) 


Ist nun 4, kein Quadrat, so muß Ü=0 und A =ae(y—Fa) +P(y— ka) 
+y sein. Ist aber 4, das Quadrat einer linearen Funktion ex + p9y-+7, 
so bleibt sie ganz beliebig (was mit den Resultaten von Darbomx und 
Ialphen übereinstimmt). 

Wir haben im vorigen die Kräfte bestimmt, welche bei beliebigen 
Anfangslagen und bei Gesehwindigkeiten, die zwei gegebene Richtungen 
haben, Kegelschnitte als Bahnen hervorbringen können. Daß sie dies auch 
tun, und zwar bei jeder Riehtung der Anfangsgeschwindigkeiten, geht aus 
der Übereinstimmung unserer Resultate mit den von lalphen und Darbonz 
secebenen hervor, indem sie die Kräfte bestimmten”), die dauernd nach einem 


oO 


festen Punkte gerichtet oder parallel zu sieh selbst bleibend, stets Kegel- 
schnitte als Bahnen erzeugen. 

Hieraus schließen wir folgenden Satz: ,„Menn eine Kraft bei be- 
ltebigen Anfangslagen des Punktes, auf den sie wirkt, und ber Anfangs- 
geschwindigkeiten, die zwei gegebene Richtungen haben, stets Kegelschnitte als 


Bahnen erzeugt, so tut sie dasselbe auch ber beliebigen Anfangsgeschwindigkeiten.“ 


„Comptes Rendus“, annee 1577. 











Sur la theorie generale des radiales et des anti-radiales. 


Par M. Geminiano Prirondint a Rome. 


1. La definition ordinaire de radiele d’une ligne plane”) ne peut pas 
s’appliquer & toute surface a courbure constante. 

Elle peut cependant &tre generalisce de la facon suivante. (A, D,C,... 
etant une ligne arbitraire tracde sur une surface S A courbure constante, 
L,(Ay, Bo: Cu...) sa developpee geodesique et (2 un point queleonque de la 
surface, que l’on mene une suite de wecteuns geodesiqnes 


2A, QB,. 20 


1» n = © 
Eegaux aux 7uyons geodesiques 
A,A, b,B, Go, ee 


et avant des directions telles, que llangle infiniment petit de deux veeteurs 
eonseeutifs queleonques soit egal A langle des rayons correspondants. 

l‚a ligne /,, lieu des points 

ER U 

que l’on vient de construire, est la vwdıale de la ligne /, et celle-ei Funt- 
radiale de L,. 

Cette definition est applicable textuellement A la radiale ordinaire 
d'une ligne du plan. 

On sait qu’une surface A courbure constante, en tout ce qui concerne 
l’applicabilit€E en soi-m&me, se comporte comme le plan. Suivant cette 

*) R. Tucker. On radial Curves [Proceedings ofthe London Mathematical Society. 
T. I’ (1865).] 

@. Loria. Intorno alle radiali delle curve piane [Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo. T. XVI (1902).] 
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propriete deux lignes differentes /, /, tracees sur une surface A courbure 
constante sont A regarder comme des lignes identiques, pourvu quwelles 
possedent la propriete de pouvoir se reduire l’une A l’autre en superposant 
par flexion deux portions de la surface l’une & l’autre. 

Il siensuit que la radiale d’une ligne trac&e sur une surface A cour- 
bure constante est tout a fait independante du choix du point (2 (pöle) et 
de la direetion que l’on donne au vecteur initial. 


>, Soit 
(1.) =4(V) 


] une relation connue liant l’are s d’une ligne Z appartenant A 

















\ X une surface a courbure constante (de rayon a), au rayon vecteur 
geodesique F, issu d’un point fixe 2. 
“ Si l’on designe par 
SER QA=V, QB=V+dV 
g (Fig. 1) les vecteurs allant aux points infiniment rapproches 
A, 5 de L, par do leur angle infiniment petit et par 9 
l’inelinaison du vecteur V sur la ligne Z, le triangle 245, 
a que l’on peut regarder comme un triangle geodesique, donne 
Fig. 1. l’une des trois relations: 
sin(dw)  sin® 
ds V-+aV’ 
sin(dw) _ sin 0 
. (din . VHavı 
(2.) sin() sin(—) 
sin(de) sin O 
fds\ V+aVn’ 
sh() sh(- ir ) 





suivant que la courbure de la surface est nulle, positive ou negative, Centre 
en 42, avec le rayon geodesique (2A, deerivons l'are de cercle geodesique 
AM compris entre les vecteurs (2A, (2B. Si l'on rappelle la relation (1), 
le triangle infiniment petit ABM donne 


BM_aV 
AB ds’ 


080 = - 
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d’oü il suit yary)—ı 


sind= —— .; 
(V) 


D’ailleurs, en negligeant des infiniment petits d’ordre superieur, on peut &erire: 


sin (do) = dw, sin er) = a i sh ee) — = 


da 


sin(- = = sin), sh(- x ch —sh ( ey, 


Si done on porte ces valeurs dans les &quations (2.), on trouve apres une 
integration: 


0 — WW, = 


er Av. 


sh (-) 


ar 





©, etant une constante arbitraire. 

Or, une relation finie quelconque entre les coordonnees polaires geode- 
siques (A, ©) d’une surface A courbure constante, definit une ligne indepen- 
damment de la geodesique que l’on prend pour axe polaire et de la position 
du pöle sur cet axe. 

Il s’ensuit que: Dur une surface a courbure constante, toute relation 
finie entre Tarc et le rayon vecteur geodesique issu d'un point fixe, caracterıse 
une ligne. 


En supposant par exemple 


m et n etant des constantes,. on deduit 


c0osd = . — constante, 
et vice versa. 

Cela demontre qu’une relation Iimearre entre s et V caracterıse une 
trajectoire ısogonale du farsceau de geodesiques issues du pöle. (Cette trajec- 
toire est une sperale logarıthmique dans le plan, une loxodromie dans la 
sphere, ete.) 
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3. Si l’on designe par 


les rayons de eourbure absolue, de torsion et de courbure geodesique d’une 
ligne Z situee sur une sphere de rayon a, et par ” le rayon spherique 
(e’est-a-dire are de grand cerele normal, compris entre la ligne Z et son 
evolue geodesique), on a les formules 


„doN? 
(3. ur. ?(‘ 4 — (‘ 
\ ) N 3 ds ’ 
j F ao 
(4,) 0,=4: tang() u -—— . 
ve—e 
d’ou il smit 
. ii 

0 — Ad sin ( ) 

” a’? 
mw dA 
(3.) se ; 


N 

\ds 

Si l’on remarque que la forme d’une ligne A double courbure est 
eonnue aussitöt que l’on a les rayons de courbure et de torsion exprimes 
par des fonetions finies de l’arc, on a le theoreme: Une ligne tracee sur une 
sphere est completement define, a un deplacement pres, lorsqu on connait une 


relation finie queleonque entre Farce s et le rayon geodesique r. 


4. Ce resultat subsiste pour toute surface A courbure constante po- 
sitive; car une telle surface est toujours applicable par flexion a une sphere 
de m&eme rayon. Mais l’on peut demontrer qu’il en est de m&me de toute 
surface a courbure constante. En supposant que 


(6.) "= fs) 


soit la relation liant le rayon geodesique 7 de la ligne a l’are s, que l’on 
trace, sur la surface consideree, une suite continue de geodesiques 

Iıy Ir In ++» 
sous les conditions: 


1’ — que l’incelinaison infiniment petite de de deux geodesiques con- 
seeutives queleconques ait une des expressions 
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ds ds ds 
2, de = de - 
4 ü A "N 
a sin( ) a.sh( J 
Ad a’ 


suivant que la courbure de la surface est nulle, positive on negative. 


de 


2’ — que, si l’on designe par , le point de reneontre des geode- 
siques infiniment rapprochees 9,, 9,41, il resulte 


A, A;, = f (5). ds. 


re 


quel que soit n. 
Cela pose, que l’on prenne l’are 


VEN 
4, BD, m / (1) 


sur la geodesique initiale Y,, 5, etant la valeur de l’are s qui correspond 
a la geodesique . Il est clair que la trajectoire orthogonale des geode- 
siques 7 passant par le point 5, est une ligne verifiant la relation (6.). 

Une pareille construction, effeetu&e A partir d’un autre systeme de 
geodesiques, conduit a une autre ligne Z’ qui peut &tre reduite A la ligne 





L par de simples flexions de la surface. Les lignes /, Z, sont done A 
eonsiderer comme des lignes identiques entre elles ($ 1). 


Jure consfamte 


Par eonsequent: Une ligne fracee sur une surface dt conr! 
est entierement define pur ne relation finte quelcongue entre Farce s el le 
Fdayon geodesique A 

En generalisant ce que l’on fait dans le plan, les variables (v, s) 
peuvent s’appeler les coordonnves intrinsegres de la ligne traede sur la surface. 


>». Recherche de la radiale — Si 


est l’equation definissant la ligne ZL et 1A, BD, sont deux rayons geode- 
| siques conseeutifs, inelines entre eux de l’angle infiniment petit de, on a 
une ou l’autre des relations suivantes: 





s= Fr). dr=a:sinl)-d 
d. I (r) dı ! sin(")-de, 


-sh(”)- de, 


suivant que la courbure de la surface est positive ou negative. Si l’on d&- 


(8.) 
ds=F'(r):dr=« 


> 
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duit d’iei de et ensuite & par integration, en remarquant en outre que l’on a 
‘=#t W—& 

en vertu de la loi m&me de construction de la radiale, on conelut: Quand 

la ligne L est representee (en coordonnees intrinseques) par Tequation (7.), 

la radiale L, est definie (en coordonnees polaires geodesiques) par Tune ou 

"autre des equations: 


if) 


zu w — ‚dV, 
(9) Jr) 
vl PN 
w — + dI 
(10.) | a) 
a 


sumwant que la courbure de la surface est positive ou negative. 


En supposant que /, croisse jusqu’a linfini, on trouve & la limite 
les formules donnees par M. Loria*), 


Si l’equation de la ligne «a n’est pas resoluble par rapport A s, la 
methode que l’on vient d’exposer n’est pas applicable. Dans ce cas on 
peut faire usage des formules (8.) qui, en vertu de la relation 


de= dw, 
donnent respectivement 


wu 1 ds 
(11.) TR 
® sın (2) 
PRAR 1 ds 
(12.) =.q } 
. sh() 
On voit diiei que: La radiale de la ligne define par Tequation intrinseque 


m "(s), 
est representee (en coordonnees polaires geodesiques) par Fequation resultant 
de Telimination de s entre lequation 


V=r6) 
et Tequation (11.) ou (12.), suiwant que la courbure de la surface est positiwe 
ou negatıwe. 


*) Lieu cite, $ 1. 











r 
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6. Exemples. — 1’. On demande la radiale de la ligne spherique &ä 
torsıon constante. 


En supposant 
T = constante = Ä, 


l’&quation (5.) donne par integration 


l ER 
s=_-r=F() 


et l’&quation (9.) 


k: v 
o= log tang (5;) . 


Il s ensuit que la radtale cherchee est representee (en coordonnees polaıres 
spheriques) par Fequation 


(13.) tang = == a 


Projetons la ligne spherique (13.) sur le plan tangent au point £2, par des 
rayons issus du point /’ diametralement oppose a 42. La ligne plane que 
l’on obtient, Etant repr&sentee par l’equation polaire 


a 


R Er 2a . er 


) 


‚) 


est une spirale logarithmique ayant le pöle 2. 

Si l’on rappelle la propriete caracteristique de la spirale logarithmi- 
que et la propriete de la projeetion ster&ographique de conserver les angles, 
on eonelut que: La radtale de la ligne spherique a torsıon constante est une 
loxodromıe, 

2", — Sur une surface a courbure constante determiner la radıale 
Tune developpante geodesique d’un cercle geodesique. 

La surface soit d’abord une sphere; comme sur cette surface la deve- 
loppante geodesique d’un petit cercle est une helice eylindrique, on doit 
avoir la relation 


° = eoti, 
T 


ı etant l’inelinaison (constante) de l’'helice sur les generatrices du cylindre. 
En introduisant cette condition dans l’equation (3.), on deduit apres 
une integration 


— Ya —0’=s-eott, 
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Si done on a recours A l’equation (4.), exprimant ” en fonction -de 0, on 
trouve que l’are spherique r et larc s de la ligne sont lies entre eux par 
la relation 

s=F(r)= —atangı- eos(.). 

Bien que celle-ei ait et€ demontree pour la sphere, elle subsiste nean- 
moins pour Zone surface A courbure eonstante positive. En effet, quelle que 
soit la deformation par flexion & laquelle on soumet la sphere, les el&ments 
", s relatifs ä une ligne quelconque de cette surface ne changent pas: il 
doit done &tre le m&me de la relation liant ces el&ments. 

Seulement il est a remarquer quaussitöt que la surface, par suite 
d’une deformation, perd la forme spherique, la constante ? n’a plus la 
signification geometrique partieuliere qu’elle avait auparavant. 

Cette analyse, par l’application de l’&quation (9.), eonduit au theoreme: 
Sur une surface a courbure constante posttire la radıale d’une developpante 
geodesique dun  cercle geodesique est dejinie (en coordonnees polaıres) par 
"equation - 

(14., de: in u 
Dans le cas de la sphere, la radiale (14.) peut &tre obtemue en projetant 
du centre la ligne trace sur le plan tangent au point (2, et definie par 
V'equation polaire 


() 
R=a. tang( .) 
— ıtang2- 


On voit diei que la radiale spherique est une ligne algebrique dans tout 
‚as ou la ligne plane correspondante est aussi algebrique. 

lin supposant que le ravon de la surface eroisse indefiniment, le 
theoreme preeedent revient A Vautre: Dans le plan la radiale d’une deve- 


loppante de cercle est une spirale d’ Archimede. 

4. Jtecherche de Tanti-radiale. — La radiale 7, soit representde 
par l’equation 
(15.) o=/(N), 


en eoordonndes polaires geodesiques. 
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Comme langle infiniment petit de compris entre deux rayons geo- 
desiques conseeutifs de l’anti-radiale /, (inconnue) est egal A la differentielle 
de langle polaire ®, on a la relation 


de=dw=f'(V).dV, 
de laquelle, en remarquant que V"=r, on derive 
de=f(r)- dr. 
Si done on a recours aux e&quations (8.), on deduit le theoreme: Sur um 
E 


surface a courbure constante la lıqne definie (en coordonnees polaires) par 


"equaton (15.), d pour antı-radıale la ligne L representee (en coordonnees 


intrinseques) par Fırne on Vanutre des equations . 
(16.) s=a/f'()-sin(”)-dr 
(410. EIER, S Fr . 


17) s=a/F@-shl):ar, 


sumant que la courbure de la surface est positive OU negative. 

En passant ici a la limite pour «==, on tombe sur les formules 
donnees par M. Loria.”) 

Quand l’equation de la radiale Z, n’est pas resoluble par rapport A wo, 
la methode que l’on vient d’exposer n’est pas applicable. En supposant. 
dans ce cas, de pouvoir Eerire l’Equation de la ligne /, de la facon suivante 


(18.) "=F(w), 
puisqu’on a 


raf, de=dw, 


les formules (8.), exprimant l’are elementaire de l’anti-radiale, deviennent 


ds —=a» sin(-_) dw, 





ds=a- sh(. )dw. 


On voit done que: Sr la radiale est definie par Tequation polarre (18.), lantı- 
radhrale est representee [en coordonnees intrinseques (r, s)/ par "equation re- 


sultant de Telimination de w entre Tune ou Tautre des couples d’equations: 


*) Lieu eite, $ II. 
Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 
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(19.) sam / sin = Be . do, "=F(w), 


Aa 
(20.) $ — a / sh a . dw, va F(w), 


suenant que la counrbure de la surface est positiwe OMU negatıne. 
Dans le cas du plan, «=» et les formules (19.), (20.) sont rem- 
placees par les autres: 


21.) s= / F(w) do, = F(w). 


Remargue. — li’analyse que l’on vient d’exposer aux $$ 5 et 7 de- 
montre que: Sur une surface a conrbure constante la radıale et lVantı-radiale 
sont hees entre elles de facon que Fıune de ces liynes definıt completement Vautre. 


Cette remarque, appliquee au premier exemple du $ 6, demontre que: 


Sur une surface a courbure constante posttiwe ! antı-radıale une trajectorre 


isogonale d’un farscean de geodesiques issues dun point fixe, est une ligne 
representee par te relation lineaire entre les coordonnees intrinseques (Y, 5). 
(’etle iyne, dd "instant ou da surface sapplıque par llexton a ume 


sphere (ce gur est toujours posstble) acquvert une torsıon constante, 


S, Ewxemples. — 1". Determiner Fantı-radıiale dune geodesique dune 
surface dl courbure constante. 

Rapportons la geodesique /, a un axe polaire geodesique y normal 
A L, et a un pöle 2 place sur y a la distance 2.M/ = de la ligne /, 

‚l, etant un point queleonque de /,, on a 


oA=TV, Mühe 


et le triangle geodesique reetangle (2J/A domne: 


r k 
tang ( £ )cosw — tang ( =) 


ou bien 
tgh 6) cos» = tgh (*) 


suivant que la courbure de la surface est positive ou negative. En re- 
marquant que "=r, ces formules, resolues par rapport & w, donnent re- 
speetivement: 
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tang( : ) 


i! 

F 
tang( ) 

(dl / 


w— f(r) = are» 08 


teh @ ) = 


Bi a A’ 
= /(r) =art. (os 


th (=) 
d’ 


Si l’on derive ces egalites par rapport a ” et que l’on ait ensuite recours aux 
equations (16.), (17.), on trouve respeetivement 


KN\ ® dr 


5 = Bin a/ | 


dı 


gs = sh(. ) 


r f" : fi 
| ch’ ( ) — ch’ 
d dl 


Telles sont les equations (en coordonnees intrinseques) de lanti-radiale 
cherehee, dans les hypotheses que la courbure de la surface soit positive 
ou negative. 


a. as Sı lon demande "antı=-radıali de la hıqme plane represente: par 


"equation polaıre 


(t 


4 (J\ 
R — F w) =» (Le _- 7 . cos( ) 


It 


(non resoluble par rapport & w), il suffit de remarquer que l’on a iei 
"u — : /® 
s= / F 0). do=amee« + hın- sin ( z 
« m 


pour voir yue Fequation de la lıqne cherchee. en coordonnees intrinsegtes 


, ’ ga . e v j 
r, 8), est le resultat de Fehlminatıon de ( ) entre les equations 


m 


() 2 
— = alt - sin 
m 





| s— mr] 22’ — (s— mr) ] 


Ibm 






2 w i 


2a’ m’ .e" — 2am- (mr + 5) ed" + (m’r" +: —- b’m)=0. 
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9. Les formules que nous allons etablir dans ce paragraphe, sont 
particulierement remarquables en ce quwelles, sous une forme unique, sont 
applicables indifferement aux trois familles de surfaces & courbure constante. 

Soient: L une ligne tracee sur une surface & courbure constante, 
L, son &volue geodesique et L, la radiale de /, par rapport au pöle 2. 

Apres avoir mene (Fig. 2) les vecteurs geodesiques conseeutifs (2A,, 
“2B, de la radiale /,, deerivons l’are de cerele 
geodesique A, compris entre les vecteurs, et 
ayant le centre (2 et le rayon (24,. Les secteurs 
geodesiques A,AB, 2A, M sont evidemment super- 
posables, et consequemment on a 


ds=AB=AM, BM=dV=dır. 








Le triangle rectangle A,MB, infiniment petit 
nous donne 


ds, =Vds®?+dr=YVl+r"(s). ds, 





d’oü il suit par integration: 


(22.) s+c= /Vi+r"(9-ds, 


ce etant une constante arbitraire. 
On a done le theoreme: Sur une surface d courbure constante quel- 
conque la ligne L representee par Teqnaton 


r=r(s) 
en coordonnees intrinseques, a pour radiale la ligne definie [en coordonnees 


(V, s,)] par Fequation resultant de lelimimation de s entre les equations: 


(23.) Ver), s=/VIrr).ds. 
Si l’on suppose 
(24.) s=FN), 


F etant un symbole fonctionnel connu, les relations (23.) nous donnent 





/vı +r"(s) .ds=F(r). 


Et eomme on deduit d’iei 


ds=VF*(r)—1:-dr, 
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on eonelut: Quelle que so la surface a courbure constante, lanti-radiale de 
la ligne (24.) est defime par lequation 


(25.) dr / F"(r) — 1:dır. 
En posant 

/ VErO-1-dr=fo), 
on trouve 

F(r)= Vf’ )+1-dr. 
Si done on remplace iei le rayon geodesique r par le veeteur geodesique 
et que l’on ait regard a la relation (24.), on arrive au resultat suivant: 
(Quelle que soıt la surface a courbure constanlte, la radıalı de la ligne representee 
par "equation intrinseque 

s=f(r) 

est define fen coordonnees 4 s,)/ par "equation 


(26.) = SVEN) +L- AV. 


10. Exemple. — Si 
(er) =mT, 
m etant une constante, l’&quation (26.) revient A lrautre: 


4) s=ll+m. # 


En supposant, vice versa 

F(V)=nV, (n = constante) 
on deduit de l’equation (25.) 
(28.) s=Y/n’—1:r. 


Il s’ensuit que: Sur toute surface a courbure constante, la ligne definie par 
ne relation lineaire entre les coordonnees intrinseques, a pour radıale une 
ligne dont Tequation [en coordonnees (V, s,)] est auss! lineaire. Et vice versa. 

Dans le plan le theor&me precedent revient A l’autre: Une spirale 
logarıthmique a pour radiale une autre spirale logarithmique. 
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Sur une sphere l’&quation (27.) definit une loxodromie ($ 2) et l’Equation 
(28.) une ligne & torsion constante ($ 6). 
On tombe ainsi sur le theoreme demontre au $ 6 (Premier exemple). 


ll. Voici quelques methodes applicables au plan. 


A. — Si l’on definit la ligne Z par l’equation 
(29.) e=e($) 


en coordonnees intrinseques, la relation (22.) se reduit A lautre: 
(30, +c= (VIER ds. 


En outre le ravon de courbure g, de la radiale /,, est lie au rayon vecteur 
ft, par la relation 


Ry1ı-() 


Ra 


AR, 0 ER, 0" 


(31.) DD. = 


Et eomme 


ds, | = ot da” (1 - 0 *) 


l 


on deduit que: La radıale de la ligne plane (29.) est representee fen coor- 
donnees intrinseques (0,: s,)/ pr lequation ressltant di lehhmination de NS 
entr: "equation (30.) et "earutre: 


29 \ o( 
(32. .- 


B. — En appliquant la relation (31.) A Y’anti-radiale /, et en remarquant 
en outre que le rayon veeteur /, et l’angle polaire » de la radiale veri- 
fient les Equations 


ls 
R, =, dos, 
0 


on eonelut que: La ligne plane L defime par la relation 


R=K(s) 


entre le rayon vecteur et larc, a pour radiale la Iıgne representee (en coor- 


donnees polaires) par Tequation resultant de Felimination de s entre les equations: 
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Ryi—R” I Rt RE 
R, = »’2 n N (1, = / ds. 
| —— I —— I; I . R | | R'? 
Ö. — La methode suivante est particulierement remarquable, car elle 


| n’exige pas diintegrations, mais seulement des derivations. Les eoordonndes 
rectangulaires (., y) d’un point quelconque d’une ligne plane /, s’expriment 
en fonetion de llare s par les relations 


x=x(s),  y=/Vi-a"(s)-ds. 


Si done on designe par go le rayon de courbure de la ligne Z et par 


% 


(4, «) les incelinaisons de la normale sur les axes coordonnes, on a 


Vyl1l— .«' i Br APEER ‚n 2 ® \ 7 
0= ni, eos =p =Yyl—-r’, esu=0oy =—ı 


de sorte que les coordonnees (“,, y,) d’un point quelconque de la radiale 
ont pour expression: 


» u | — « yl—a 
4 =0 COSsA= y! , Yı u a Le. 


Si done on &tablit un systeme de coordonnees polaires (Z,, «) ayant pour 
axe polaire l’axe des x et pour pöle l’origine, on a les relations 


> yl—«” . Rz 
0 Eee 


” | | ] 2” 
L’elimination de s entre ces equations, conduit A l’equation de la radiale, 
en coordonnees polaires. 
Sl s’agit, par exemple, de determiner la radiale de la ligne plane 


‚r ] 42°" 
yz > 


KARL 


— „log(2« + Y4a’— ar), 
on transforme d’abord cette equation, en y introduisant les coordonnees (., 5), 
ce qui conduit A la relation tres simple 
z=Yas. 
l’applieation du procede indique conduit aux equations 


> 2s Y4as— a’ a 
R=- —, tango= — 2 
a yY4as— a’ 


d’ou l’on tire: 
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d C0OSW 
R =3-: 
7 2sin’o 
Telle est l’&quation polaire de la radiale cherchee. 
Öelle-ei est une ligne algebrique du sixieme ordre, representee par 
l’equation cartesienne 


era ty)— ty 0. 


12. On peut, a l’aide des formules pr&cedentes, determiner directement 
la deuxieme radiale d’une ligne plane. 

En designant en effet par A, et & le rayon vecteur et l’angle polaire 
de la deuxieme radiale /, de L, on a 


ls 
= 0; dem. L> 
0, 

Si done on rappelle les relations (22.), (32.), on arrive au resultat: 


La deuxieme radiale de la dr te lane 
ge } 


e=0(s) 


est representee (en coordonnees polarres) par "equation resultant de lelimi- 


natıon de s entre les equations 


RA, el+ ey? 


- 


° 


ie" 


2 


__ fil+eoe’—oe 
u ar ee. 


! 


“ds d 
ds= / are: tang ( 2). 


Remargue finale. — A cause du lien intime existant entre la geo- 
metrie des surfaces A courbure constante de l’espace euclidien A trois di- 
mensions et les geometries non-euclidiennes, ce travail peut Etre interprete 
comme une etude sur les radiales et les anti-radiales des lignes trac&es sur 
les plans euclidien, riemannien, lobatschewskien. 

















Sur la tendance des systemes materiels a echapper 


au frottement. 


Par M. ’aul Appe /! a Paris. 


1. Dans un discours, prononce A Cherbourg, en 1905, au congres 


) 


de l’Association francaise pour l’avancement des Sciences, Sur quelgies 
questions de mecanıque rationnelle,“ ) ai attire l’attention, de la facon sul- 
vante, sur une propriete que presentent les systemes materiels A frottement: 
Peut-etre existe-t-il, pour le frottement, un prineipe eache qu’on 

pourra degager des faits suivants: il semble que, dans beaucoup de 
cas, le mouvement d’un systeme A frottement se fait de facon que le 
travail dü au frottement diminue de plus en plus en valeur absolue; il 
semble, en d’autres termes, que le systeme cherche a echapper au 
frottement. U’est ainsi qu’un cerceau ou une boule qui glissent finissent 

par rouler, qu'une toupie arrondie lanece sur un plan horizontal se 
redresse de facon que la force de frottement soit appliqude a un pa- 
rallele de plus en plus petit, ete... Il y aurait grand interet A reunir 


ces observations dans un @nonee preeis, resumant sous ce nouveau point 





de vue les effets du frottement. 
M. Lecornu a etudie cette propriete des systemes materiels, sur un 
exemple assez general, dans une Note aux Comptes Rendus (1906, second 


semestre, p. 1132) et dans un artiele plus detaill&E du Bulletin de la Soeciete 
mathematique de France (t. XAXV, p. 3, 1907) Sur Vextinetion du frottement, 
2. II me semble, que la propriete en question peut s’expliquer par 
les considerations generales suivantes, dont jai donne une indieation sommaire 
dans le Bulletin de la Soeiete math&matique (t. XXXV, p. 131, 1907.) 
Imaginons un systeme materiel presentant les caracteres suivants, qui 
se trouvent realises dans la plupart des systemes usnels. 


*) Bulletin mensuel de l’Association n® 8, octobre 1909. 


Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 
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1’ Le systeme considere est d’abord assujetti & des liaisons quel- 
eonques, sans frottement, independantes du temps; 

2’ Il est soumis A des forces interieures derivant d’un potentiel /7 
qui est positif ou nul dans toutes les configurations possibles du systeme 
et qui devient nı./ dans une configuration speciale, constituant une con- 
figuration d’equilibre stable du systeme sous l’action des seules forces 
interieures; 

3. Le systeme comprend des corps solides ou des points qui 
glissent, avee frottement, les uns sur les autres, ou sur des corps 
solides fixes; 

4’ Il est soumis enfin A d’autres forces exterieures derivant d’une 
fonetion U, qui reste inferieure & une limite fixe Z, pour toutes les 
positions du systeme dans lesquelles subsiste un contact au moins 
donnant lieu & frottement. 

le syst&me etant ainsi defini, le theoreme des forces vives donne 
equation 


5 dT+ HN —- U)=-f Nr d—fNr,d— + —f,N,rv,dt, 


/ 


olı 7 est Ja demi-foree vive, oU fi, fa, ... /, sont les coeffiecients de frottement, 
N, N... N, les valeurs absolues des reactions normales, v,,”,,...v, les 
valeurs des vitesses de glissement relatives des points materiels au contact 
dans les divers corps frottants associes deux A deux. 


Si nous posons, pour abreger, 
(2.) P=/f Nrv+fhNAnrt++f, N, Yz 


nous voyons que cette quantite Ö, formee d’une somme de termes positifs 
ou nuls, est essentiellement positive et ne peut devenir nulle que si tous 
les termes qui la composent deviennent nuls & la fois. 

L’equation des forces vives 


(3.) d(T+H—- U)=— bat, 


montre, que la quantite & tend vers zero. 

Nous allons demontrer, en effet, qu'il est niede de supposer que 
$ reste, dans la suite des temps, superieur & une limite fixe A sup£rieure 
a0. Si Von avait 


DP>4I>O, 
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on aurait, d’apres l’equation des forces vives, 


& im r , 
(1 + N -UÜ)<—h, 


d’oü, en integrant 


(4.) T+T-U<-it+C, 
(’ designant une constante. Comme / est limite, U<<L, on en deduirait: 
(5.) T+T<-—it+Ü+L. 


Quand ?! augmente indefiniment, le second membre prend des valeurs 
negatives de plus en plus grandes en valeur absolue. Done 7’+// devrait 
devenir de plus en plus petit: cette quantite, formee de deux termes positifs 
& Yinstant initial, finirait done par devenir »u//e au bout d’un temps fini. 
A ce moment /7 serait nul et la demie force vive / @galement; done fortes 
les vıtesses s annuleravent au bout d'un temps fini dans la configuration speeiale 
ou le potentiel // est nul, 

Mais cette conelusion est eontradietoire avee V’hypothese faite 


DP>iA>V, 


car, toutes les vitesses devenant nulles, # deviendrait nul et ne pourrait 
rester superieur & 4. 
Il est done demontre que, ? eroissant, $& tend vers zero. Les divers 


termes 
A f: Dell oa fr N, v, 


de & tendent done, tous en m&me temps, vers zero. 

Done, certaines des reactions, „N, Ns, ... X,, par exemple, tendront 
vers zero; le systeme tendra & abandonner les liaisons avec frottement d’ou 
proviennent ces reactions. En m&me temps les vitesses des autres points 
frottants Y,41, 942, -.. 7, tendront vers zero et les glissements eorrespondants 
tendront & disparaitre. 

Le syst&me, dans son ensemble, cherchera done bien & €echapper au 
frottement. 

3. Nous avons adopte, pour plus de simplieite, les lois pratiques du 
frottement de glissement. Mais les m&mes conelusions subsistent pourvu que 
’on admette la loi generale suivante: la force de frottement de glisse- 
ment d’un corps solide A sur un corps solide PD, regard&E comme immobile, 


15* 
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est une force F, essentiellement positive, dirigee en sens contraire de la 
vitesse » du point en contact et s’annulant seulement si la reaction nor- 
male s’iannule. Fin effet, dans ces conditions, le travail el&@mentaire de F 
est — Fr dt, expression essentiellement negative qui s’annule seulement 
quand la reaetion normale ou la vitesse de glissement s’annulent, 

4. Nous avons envisage seulement le frottement de glissement. Mais 
les m&mes considerations s’etendent au frottement de roulement et au frotte- 
ment de pivotement. Pour s’en assurer, il suffit de remarquer, pour le 
frottement de roulement, par exemple, que le travail &lömentaire effeetue 
par les forces provenant du frottement de roulement est de la forme — Adi, 
I etant une quantitc positive qui siannule seulement si le roulement cesse 
ou si les deux corps qui roulent Yun sur lautre se separent, 

5. Il va de soi que les reactions sont supposdes finies. On voit aussi 
que lexpression tendre vers zero doit &tre entendue dans le sens suivant. 
‚a quantite & et les autres grandeurs analogues varient de telle facon qu’il 
existe toujours une suite de valeurs de / pour lesquelles elles soient plus 
petites que tout nombre positif donne, si petit soit-il. Il peut arriver que 2 
varie en oseillant et on ne peut rien dire a priori de sa limite superieure; 


un raisonnement analogue au pr&eddent montre que lintegrale / Pdt reste 


finie, ce qui donne une indieation sur le mode de variation de &. 

















Nouvelles applications des parametres continus 
a la theorie des formes quadratiques. 


Premier Memoire. 


Sur quelques proprietes des formes quadratiques 
positives parfaites. 
Par M. (reor res Voronoi a Varsovie 


FHermite avait introduit dans la theorie des nombres un prineipe 
nouveau et fecond, & savoir: etant donne un ensemble (A) des systemes 
(&, a, +. x,) des valeurs entieres de ©, %. ... 2,, on fait correspondre 
ä lVlensemble X un ensemble (/?) compose des domaines determinds A l'aide 
des parametres continus 0,,0,...0, de maniere qu’ en &tudiant l’ensemble 
(KR) on etudie en m&me temps lensemble (A). 

Iermite a montr&”) de nombreuses applications du nouveau prineipe 
pour la generalisation des fraetions continues, pour la recherche des unites 
algebriques ete. 

Les idees d’//ermite ont &te developpees dans les travaux de M.M. 
Zolotarefj, Charve. Selling, AMınkowski.* = 


*) Hermite. Extraits de lettres de M. (Ch. Hermite a M. Jacobi sur differents 
objets de la theorie des nombres. (Ce Journal t. 40, p. 261.) 

Hermite. Sur lintroduction des variables continues dans la theorie des nombres. 
(Ce Journal t. 41, p. 191.) 

Hermite. Sur la theorie des formes quadratiques. (Ce Journal t. 47, p. 313.) 

**) Zolotaref. Sur une equation indeterminee du troisieme degre. (Peters- 
bourg, 1869, en russe.) 

Zolotareff. Theorie des nombres entiers complexes avec des applications au 
caleul integral. (Petersbourg, 1574, en russe.) 








98  NVoronoi, sur quelques proprites des formes quadratiques positives parfaites. 


Je me propose de publier une serie de Me&moires dans lesquels je vais 
exposer de nouvelles applications du prineipe d’//ermite aux differents probl&mes 
de la theorie arithmetique des formes quadratiques definies et indefinies. 

Dans ce Me&moire, j’etudie les proprietes du minimum arithmetique 
des formes quadratiques positives et de ses differentes representations par 
des systemes de nombres entiers. 

Ilermite a decouvert une propriete importante du minimum N des 
formes quadratiques positives Ya,x,0, A n variables et du determinant )), 
a savoir: 


n—1 
M< <ı ‘) VD, 
et il a montr& de nombreuses applications de cette formule. 

Dans une lettre A Jacobi, Hermite a dit:”) 

„Ce qui preeede, indique suffisamment une infinite d’autres conse- 
quences analogues qui, toutes, viennent dependre de la recherche difficile 
d’une limite preeise du minimum d’une forme definie queleonque. Lä-dessus 
je ne puis former qu’une conjeeture. Mes premieres recherches dans le 
cas d’une forme A » variables du determinant /) m’avaient donne la limite 


u\ 3" r r Em , . . 
(23 ‚DD, je suis port & presumer, mais sans pouvoir le demontrer que 
> 

n—1 


‘) 
le coeffieient numerique = ) doit &tre remplace par „—— 


n 


Vn+1 
M.M. Korkine et Zolotareff ont entrepris la recherche de la limite 


preeise du minimum des formes quadratiques positives de m&me determinant. 
En designant par M(«,,) le minimum et par D(a,,) le determinant 
de la forme F«,,x,x,, on aura le minimum 


M(a,)= = 


d’une forme ai positive & determinant 1. 


( Bay; De la reduction des formes quadratiques ternaires positives et de leur 
application aux irrationnelles du troisieme degre. (Suppl. au t. IX des Annales Scientifiques 
de l’Ecole Normale Superieure, 1880.) 

Selling. Über die binären und ternären quadratischen Formen. (Ce Journal 
t. 77, p. 143.) 

Minkowski. Geometrie der Zahlen. (Leipzig, 1396.) 

*), (‘e Journal t. 40, p. 296. 
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En vertu du th&eoreme d’//ermite la fonetion Mt («,,) verifie V’inegalite*) 


n—1 
4 ) 
Ma.) (2) 
\ / ’ 


done elle est bornee dans l’ensemble (/) de toutes les formes quadratiques 
positives A coefficients reels. 

M. M. Korkıne et Zolotareff ont demontr&*”) que la fonetion M (ww, ) 
possede plusieurs maxima dans l’ensemble (/) qui eorrespondent aux diffe- 
rentes celasses des formes quadratiques positives dquivalentes. 

) 


— 





La limite _ indiqudce par /lermite dans la lettre A Jacobi (lieu 
Yn+]l 
eit@) n’est qu’une valeur maximum de la fonction WM («,,). 


Les formes «quadratiques positives binaires et ternaires possedent un 





seul maximum qui est done, dans ce cas, la limite preeise des valeurs de 
la fonction M (a,,). 

A partir du nombre de variables » —4, on rencontre plusieurs maxima 
de la fonetion WM («,,). 

M.M. Aorkıne et Zolotareff ont trouv& plusieurs valeurs des differents 
maxima de la fonetion Wt («,,) qui surpassent la limite s indiquee par 


N n +1 
Hermite, mais ne surpassent pas la limite 2. 


La recherche de la limite pr&eise du minimum des formes quadratiques 
positives de m@me determinant se reduit, d’apres M. M. Korkine et Zolotarefl, 





a la recherche de toutes les classes differentes des formes «uadratiques 
positives auxquelles correspondent les valeurs maxima de la fonetion Wi («,,). 
Le maximum maximorum des valeurs de la fonetion M (a,,) est la 
plus grande valeur de la fonetion WM (a,,), qui pr&sente une fonetion numeri- 
que un). 
M.M. Aorkıne et Zolotareff ont determine les valeurs suivantes de 
la fonetion u (n): 


*) M. NMinkowski a montre une limite superieure de la fonction M (a;;) 
Ma,)<n 


beaucoup plus simple que celle d’Hermite. (Minkowski. Über die positiven quadratischen 
Formen und über kettenbruchähnliche Algorithmen. Ce Journal t. 107, p. 291.) 
**) Korkine et Zolotaref. Sur les formes quadratiques. (Mathematische Annalen, 


t. VI, p. 366 et t. XI, p. 242. 
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n 3) 47] 
u (2) \;: u (3) —y2, «u(4) + u(ö)=|)P>- 


Ils ont appel& extr&mes les formes quadratiques qui rendent & la 
fonction M(a,,) une valeur maximum.”) 

les formes quadratiques extr@mes jouissent d’une propriete importante, 
a savoir: 

I. Chaque jorme quadratique extreme est determinee pur la valeur de 
son mınımum et pur toutes les representations de ce mınımum. 

M.M. Korkıne et Zololarcf! ont determine toutes les classes des formes 
extr&mes A 2, 5, tet d variables. 

En etudiant ces formes extr&mes, jai remarque quwelles sont toutes, 
bien definies par la propriete (I). Ce n’est qu’a partir des formes positives 
a six variables que jai rencontre des formes quadratiques positives qui 
jouissent de la propriete (I) et ne sont pas des formes extremes 

J’appelle „parfaite“* chaque forme quadratique positive qui jJouit de 
la propriete 1). 

Je demontre que l’ensemble de toutes les formes parfaites a n 
variables peut &tre partage en des classes dont le nombre est fini. 

Toute forme extreme &tant, en vertu de la propriete (I), une forme 


+ 


parfaite, il en r&sulte que la fonetion «u (n) presente le maximum des valeurs 
de la fonetion IX (@,,) qui eorrespondent aux differentes elasses des formes 
parfaites. 

Jai etabli un algorithme pour la recherche des difierentes formes 
parfaites en introduisant une definition des formes parfaites contigueäs. 

A «et eilet, je fais correspondre a lensemble (g) de toutes les 


n(n-+1) 


formes parfaites an variables un ensemble (/}) des domaines A — , - * dimen- 
sions determines A llaide des inegalites lincaires, 
/t /t +] 


L’ensemble (/) des domaines a —  , * dimensions presente une par- 


tition de l’ensemble (/) de toutes les formes quadratiques positives a rn varlables. 
Uhaque domaine /} possede dans l’ensemble (/) un domaine contigu 
n(n-+1) 


*) 


qui est bien determine par une face queleonque A — 1 dimensions du 


domaine %%. 


\ 


) Vovez: Alinkowski: Diskontinuitätsbereich für arithmet. Aquivalenz. (Üe Journal 
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Je demontre que le domaine /? eorrespondant A la forme parfaite 
PL, Ray...) Etant determine par les indgalites lindaires 


Zzy) a & >V), Be 


7 ) 


on aura o formes parfaites definies par les &galites 


(1.) f; (22.2) f (Lydia) +0, W%, ER RE 3 I, *,...0) 
ol 
Win ee zz 
a condition que le parametre positif o, (k=1,2,...0) presente la plus petite 


valeur de la fonetion 
PR, )—M 


1J 





aus MR » . » L 
Wr, (2,0, sr 1) 


OU WR Ray) <O et M est minimum de la forme Y (&,, 4, ... %,). 

J’appelle „contigu@äs & la forme parfaite p (“,,.%,....%,)* les formes 
parfaites (1.). 

Chaque substitution a ceoefficients entiers et a determinant + 1 apparte- 
nant au groupe 9 des substitutions qui ne changent pas la forme y ne fait 
que permuter les formes (1... On peut, done, partager les formes (1.) en 
des classes des formes &@quivalentes A l’aide des substitutions du groupe 9. 
En ehoisissant une forme dans chaque classe, on aura un systeme des formes 
parfaites contiguös & la forme parfaite y qui peut remplacer le systeme (1.). 

En proeedant de cette maniere, on peut obtenir un systeme complet 
des representants des differentes elasses des formes parfaites. 

Les domaines correspondants formeront un systeme complet des re- 
presentants des differentes elasses de l’ensemble (/?). 

J’ai remarque qu’un systeme pareil 


(2.) R,R,R,... R 


T—1 


des domaines de l’ensemble (A) peut servir & la reduction des formes 
quadratiques positives. 

J’appelle reduite chaque forme quadratique positive appartenant & 
un des domaines (2.). 

Il en resulte de cette definition: 

I. Chaque forme quadratique positive peut etre transformee en une 
forme reduite equivalente, a Tarde dune substitution qui presente un produit 
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des subshitutlons appartenant ca une serie de suosthtuhons 


D; 4 


S 


ay.00 m 


S 


qui He dependent que dr choix dr systeme (2.). 

Il. Deus formes reduites ne peuvent etre equimwalentes gua condition 
que da substituhon correspondante appartienne a ume serie des substitutlons 
dont le nombre est fint, 

Le eöte faible de la methode nouvelle de reduction des formes 
quadratiques positives, exposde dans ce Memoire, consiste en ce que le 
nombre des substitutions qui transforment en soi-m&eme les domaines de 
l’ensemble (/) ou leurs faces est, en general, tres grand. 

l’applieation de la theorie generale exposee dans ce Memoire aux 
exemples numeriques serait facilit&ee notamment si l’on savait resoudre le 
probleme suivant: 

Etant donne un groupe (r des substitutions gu transforment en sol- 
meme un domame R, on demande de partager ce domaine en des parties equ- 
n(n-+1) 

») 


valentes dont le nombre sera egal an nombre substitutions du groupe 


n (+1) 
"jawır), 


(r et a condıhıon que le nombre des faces a dımensions des do- 
mairnes obtenus sort le plus petit possible. 

J’expose dans ce M&moire la solution du probleme Enonce dans deux 
reine, 


A partir du nombre des variables » >4, je ne comnais auenne 


solution pratique du probleme pose. 














Premiere partie. 


Theorie generale des formes quadratiques positives parfaites 
et des domaines qui leur correspondent. 


Drfinition des jormes quadratıques parfaitı S. 


1. Soit 


(i Y EEE mE 2 


une forme «quadratique positive queleonque. En designant par 


fs / \ 
(2.) RR FRUOREREE op Islands), RR? < wi or: ) 

les differentes representations du minimum .\/ de la forme Ia,,.r,,, on aura 
les egalites 


(3.) Za,l,u=M, 
On ne eonsiderera pas dans la suite les deux systemes 


brsoolı) et (—/ 


UN 5, IRY 


comme differents et on choisira arbitrairement l'un de ces syst@mes,. 
En vertu de la supposition faite, on aura l’inegalite 


ei. u > Ay 


Pr 


a condition quun systeme (&,X,....7,) des valeurs entieres des variables 
Uydlyye.d, Mäappartienne pas A la serie (2.), abstraction faite du systeme 
0, n=0...2,=0. 
En envisageant les egalites (3.) comme les &quations qui servent A 
n(n +1) 
.) 


determiner coefficients de la forme quadratique Fa, ,.w,.x,. on n’aura 
jue deux cas A examiner: 

1.) il existe un nombre infini de solutions des &quations (3.), 

2.) les equations (3.) n’admettent qu’un seul systeme (de solutions. 


14* 
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2. Examinons le premier cas. 
Admettons quil existe un nombre infini de solutions des &quations (3.), 
On trouvera dans ce cas un nombre infini des valeurs des parametres 


9, =D G=1,2,..n: je1,2,..n) 
verifiant les &quations 


(4.) Zplulu=0, &=1,2,..0 


les valeurs p9,=0, ?=1,2,...n; j=1,2,...n etant exelues. 
En designant 


IC ZUR BREI 3 WEE 


envisageons l’ensemble des formes quadratiques positives determinees par 
l’egalite 


(9.) I a ar IF RP LE Er 


le parametre o &tant arbitraire. 

Pour qu’une forme quadratique determinee par l’egalite (5.) soit posi- 
tive, il faut et il suffit que la valeur correspondante du parametre o soit 
contenue dans un certain intervalle 


k<o<hR. 


Il peut arriver ue ?=+ x, dans ce cas la limite inferieure — Ä 
sera finie. En remplacant dans l’egalite (5.) la forme w(w,,,...7,) par 
la forme — w (&,%,...2,), ce qui est permis en vertu de (4.), on aura 
Vintervalle 

k<o<fK, 


done on peut supposer que la limite superieure /} est finie. 
La forme quadratique correspondante, determinee par l’egalite 


fa ER ae AR ai), 


ne sera pas positive, mais elle n’aura pas non plus de valeurs negatives; 
on en eonelut qu’au moins pour un systeme ($,, &,... $,) des valeurs reelles 
des variables x,, 2%, ...2, la forme /(&,%,...2,) atteint a sa valeur la plus 
petite qui est nulle, et il s’en suit que le systeme ($,,$3,... £,) verifie les 
eqjuations 


v2 
HE 
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, rw 
() > ()J] >» 


= =; 


or de. a] 
ae 0, 


19; 


—_ 


En eliminant de ces &quations $,,$,...£,, on obtient l’&quation 


Ay 5 Rp: (lo == R pie, no (dl, e + Rp: 


— Ay + Rpa, (lg) - a un. a, - lt p; —=(), 


At Rp: da PR pi:, ... (dl, + Pr pan 


La plus petite racine positive de cette &quation presente la valeur 
cherchee de A. 

3. Examinons V’ensemble (/) des formes quadratiques positives deter- 
mindes par l’egalite (5.) A condition 


(6.) u <= BR. 


Theoreme., A Vensemble (f) appartient ınle forme quadratıque f; & u 
gun est bien determinede pur les conditions surranles: 


E fortes les representations du minimum M de la jorme f (2, EEE sont 


aussi des vepresi ntatıons du manımum M de la jorme f, Bus, . 


2, la jor me we ie) possede en onulre ar Mmorns ma anfrı 


representation dı minimum MM. 


Designons par J/(e) le minimum et par D(o) le determinant de la 


day. d,) definie par legalite (5.) A condition (6. 


De 


forme quadratique f( 


« 
\ 


En vertu du theor&me d’//ermite, on aura linegalite 
(7) M)<uadYDeo). 

Nous avons demontre que D(A)=0, il en resulte qu’une valeur du 
parametre go peut @tre choisie dans l’intervalle (6.) de maniere que linegalite 
u(n) \D (0) <.M 

ait lieu. On aura, a cause de (7.), 


(8) M (0) <M. 


\ .) 
Designons par (/,,/,... /„) une representation du minimum ./(o) de 
la forme f(x,,%,... x.) verifiant Vinegalite (8.). 
On aura 


(9) llae + Pl.) <M, 
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et ıl seen suit que 
(10.) DH AR pl...) <0. 
Cela pose, cherehons la plus petite valeur de la fonction 


11, (2,8%...) — M 
Ben ı) (2, «day ... Se) 
determinee A eondition 
,19\ “re Kerr 
(12.) lrselageneıl,) Se: 0. 


A cet effet. examinons linegalite 


Pla) M lieb 1) M 
— U (5 Kay an — v(l,l,...1n) 


En vertu de (9.), (10.) et (12.), on aura 


f i 7 Er > ' 
Pa OEM. 


ri 








l,a forme quadratique (X, ,) +0 W (A. Ra.) Etant Posi- 


tive, il n’existe quun nombre limite de valeurs entieres de 


verifiant cette inegalite, Parmi ces systemes se trouvent tous les systemes 
qui rendent a Ja fonetion (11.) la plus petite valeur determinee A condition (12.). 


Designons par 


/ 2 \ ‚sy a IN sy’ 7 z) (r (r) (r) 
(15.) (r h, .. I); (Ä ) l; Ba A ); . U , E Ali In ) 


toutes les representations du minimum positif o, de la foncetion (11.). 


En posant 


Re) EP A) FO U Ray) 


on obtient la forme quadratique positive Y, (X, %,...%,) dont le minimum ./ 
est represente par les systemes (2.) et (13.), c’est ce «qu’on demontrera 


sans peine. 


4. A laide du procede expose pree@demment, on determinera une 


serie des formes quadratiques positives 


(14. Pr fir Payer- 


qui jouissent de la propriete suivante: en designant par s, le nombre des 
representations du minimum de la forme y,(k=1,2,...), on aura les 


inegalites 


(15.) SH << 
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Une serie semblable de formes quadratiques positives & » variables 
ne peut &@tre prolongee indefiniment, c'est ce qu’on demontrera A l’aide du 
lemme suivant. 

Lemme. Le nombre de differentes representations dı minimum dm 
jorme guadratigue positive cn vartiables ni SUTDASSe PAS ee 

Designons par (A,/,...1,) et (,%,...)) deux representations «uel- 


conques du minimum JM de la forme quadratique positive Na,n.r. 
Admettons qu’en posant 


(16.) Loui+21, ( 


les nombres /,.%,,... /, soient entiers. 
Comme 
Za,i,h=M ea Za,ll=M, 
en vertu de (16.), il vient 


za, /.t 1 2a. !:!=() 
On presentera cette &oalite sous la forme 
m 


(17.) Za, ;+t)(,+t)+ Za,tt=>a;,l!. 


\ ı 


En observant que 


ER RM 


on trouve, en vertu de (17.), 


> y (] nu \ (/ ech 
ul tülirt 0. 


\ ) 


done il est necessaire que 


ZSa, +) +t)=0, 


et par suite 


A cause de (16.). on obtient 


Dash, (=1,2,..n) 


2 ı 


Cela pose, partageons l’ensemble (.\) de tous les systemes (2,2%, ....%,) 


Y 


des valeurs entieres de &,,%,..., en 2” classes, par rapport au module 2. 
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Nous avons demontre que deux representations differentes du minimum 
JM de la forme Fa, x,x, m’appartiendront pas & la mä@me classe; aucune 
representation du minimum .)/ n’appartiendra non plus & la classe composee 
des systemes (2,23, ...2,) satisfaisant A la condition 


Da) (mod 2), (i=1,2,..r) 


done le nombre des differentes representations du minimum d’une forme 
quadratique positive ne peut etre superieur a 2’—1. 

8. Nous avons demontre que la serie (14.) des formes quadratiques 
positives satisfaisant A la condition (15.) ne peut &tre prolongee indefiniment, 
done la serie (14.) se terminera par une forme y, qui jouit de la propriete 
suivante: la forme y, est determinee par les representations de son minimum. 

Definition. On appellera parfaite chaque forme quadratique positive 
qui est determinde par les representations de son mınımum. 

Supposons que la forme (1.) soit parfaite, on n’aura dans ce cas 
quun seul systeme de solutions des @quations (3.). 

En vertu de la supposition faite, les Equations 


=»,; ll, = 0 k=1,2,...8) 
n’admettent qu’un seul systeme de solutions 
2, =Pı=V, G=1,2,..n: jel,2,..n) 
En effeetuant la solution des &quations (3.), on obtient les Egalites 
(1, =0;; M, ((=1,?2 n; j=1,2 n) 


olı les eoefficients «,, sont rationnels. 


f 
M 


On ne considerera pas dans la suite comme differentes les formes parfaites 
a coefficients proportionnels. 


Il en resulte que la forme parfaite ,, est A coefficients rationnels. 


Proprietes fondamentales des formes quadratıques parfaıtes. 
6. Soit 


la; Ei, 


ee 


une forme quadratique parfaite. Supposons que toutes les representations 
differentes du minimum de la forme parfaite y composent la serie 


(1.) (iz, alas dia)ı a CR RR ER 7 
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En choisissant n» systemes queleonques dans cette serie, examinons 
le determinant 
(2., as lan .a,=t+tuw. 
barılnanecchu 
rp\ l N le ud 1 2 Y > >’ le 0 } ‘ Iara } 
lous les determinants que Fon peut former de cette maniere ne 


peuvent s’annuler. En admettant le contraire, on aura s €galites de la forme 


n—1 


(3.) E = > l.. u (dei. 3,..; k=1,2,...5) 
v1 
2 i n(n-+ ] a EUR 
On choisira un systeme de r parametres y, = p, vermMant 
nem.) 2... 
> equations 
=pd,;,lrh, 0, =1,2,..0-1; t=1,2,.. 
et en vertu de (3.), on aura 
Zyululad, a 


ce qui est impossible. 
l,a valeur numerique &® du determinant (2.) ne peut surpasser une 
limite fixe. Pour le demontrer, effeetuons une transformation de la forme 


parfaite g aA llaide d’une substitution 


(4.) z= > 1|.x.: (=1,2,...n) 
on obtiendra une forme 


(2,0...) 
ou 


(9.) da. —- M. (ize1,2,..,0) 


En designant par D' le determinant de la forme %', on aura l'inegalite 
AURORA 
en vertu de la propriete connue des formes quadratiques positives. 
Ayant egard a (D.), on obtient 
(6.) M">D'. 
En designant par /) le determinant de la forme Y, on aura, A cause 


de (2.) et (4.), 
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D'=D w”, 
done linegalite (6.) se reduit & celle-ci: 


Dwo’< MM", 


En vertu du theoreme d’Hermite, on a liinegalite 


M< u(n)YD; 
il sen suit que 


n 


(T.) o<Z[ u (n)]*.”) 

7. Chaque forme parfaite sera transformee evidemment en une forme, 
parfaite aussi, A l’aide de toute substitution lineaire & coeffieients entiers et 
a determinant +1. 

On en conelut quil existe un nombre infini des formes parfaites 
equivalentes. 

L’ensemble (g) de toutes les formes parfaites a n variables peut ätre 
partage en des classes differentes A condition que chaque elasse soit composede 
de toutes les formes parfaites @quivalentes. 

T'heoreme. Le nombre de classes differentes des formes parfaıtes an 
verriables est fint. 

Designons par 


al tl tr + lat, (k=1,2,...8) 
s formes lineaires 


f } - - - 
(8.) Aydayscch, 


qui correspondent aux systemes (1.) de representations du minimum de la 
forme %. 

On etablit de cette maniere une correspondance uniforme entre une 
forme parfaite p et le systeme (8.) de formes lin&aires, 

Supposons qu’on ait transforme la forme parfaite y & l’aide d’une 
substitution S A coefficients entiers et A determinant + 1, on obtiendra une 
forme parfaite equivalente p'. Designons par 


! |}! 


( \ -! 5 
(9.) a 


Ss 


le systeme correspondant des formes lineaires. 


*) Voyez le Memoire de M. M. Korkine et Zolotareff sur les iormes quadratiques 
positives. (Mathematische Annalen, t. XI, p. 256.) 
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On demontrera aisement que la substitution 7, adjointe A la sub- 
stitution S,”) transformera le systeme (8.) en un systeme (9.). 

On en conelut qu’une certaine r@duction des formes parfaites peut 
etre effeetude A laide de la reduction des systemes correspondants des 
formes lin£aires. 

La reduction du systeme (8.) se ramene, en vertu de (7.), A la reduetion 
de » formes lineaires queleonques 


(10.) Veen 1 


appartenant au systeme (8.) et a determinant + @ qui ne s’annule pas. 

On determinera & l’aide de la methode connue une substitution 7’ 
qui transformera les formes lineaires (10.) a coefficients entiers en des 
formes lin&aires 

(11.) MP? STROM 


satisfaisant aux eonditions suivantes: 


„| ! ’ ’ 4 
= Pr, 7 Pırı,a dar 7° Tr Po Tns “ 


PuPa2 "Pu =w el Par >u, (k=1. 





IE ) 4 ar Ip ke (i=m1,2,..,.0ok; k=1,2 
k+i, 


Les eoefficients des formes (11.) etant entiers. il en resulte que ces 
coefficients ne surpassent pas des limites fixes. 
La substitution 7 transformera le systeme (8.) en un systeme 


(12.) a ABEN: 


de formes lineaires. Ein examinant sueecessivement les determinants des formes 


! 


-!} u arN\ -! |! AN +} ohı 
VIER TER Fe ABA ©, WORD © >C, BEA 7A (k=n-+1,n-+?2. .. 


on demontrera que les valeurs numeriques des coefficients de toutes les 
formes lineaires (12.) ne surpassent pas des limites fixes. 


*) La substitution S etant definie par les egalites 


y ' 1 ’ n\ 
= 2 ri (=1,2,... 
k=1 


on appelle „substitution adjointe a S“ la substitution 7 qui est determinee par les 
egalites 


. ! 
> hr ei. (i=1,?2,...n) 


ki=1 
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Le nombre des systemes pareils de formes lineaires A coefficients 
entiers etant limite, il en resulte que le nombre des classes differentes des 
formes parfaites est aussi limite. 


Sur les domarnes determines a (aide des inegalites lineaires. 


S. Nous avons vu au n’7 que l’etude des formes parfaites peut &tre 
ramenee & l’etude de certains systemes de formes lindaires. 
On acquerra une nouvelle base A ces recherches en faisant corre- 


spondre & chaque forme «uadratique parfaite & » variables un domaine A 
n(n +1) 


) 


-_ 


dimensions determine a l’aide des inegalites lin£aires. 
On abordera prealablement le probleme general en etudiant les pro- 
prietes des domaines determines A laide des inegalites lineaires.”) 
Envisageons un systeme des inegalites lineaires 


Pı k d + Pz x «ar r ci + Pur L, > 0, ek 


I) 
tv 


a eoefficients reels quelconques. 


HU 7 


On appellera point (x) chaque systeme (%,,.4,....%,) des valeurs 


reelles des variables &,,.%,....,, et on designera 
Yr (x) ne Pıx L, + Pr x «dd, + Ze + Pmk Une (k=1,2,..0) 
On appellera „domaine*“ l’ensemble /? des points verifiant les inegalites 
(1.) Yr (2) >®, (k=1,2,...0) 
X 12 e ” . > . . RE 
Supposons quau domaine /? appartiennent des points verifiant les 
inegalites 
Ya) >VOV, r (k=1,2,..0) 


on appellera de tels points interieurs au domaine /, et le domaine /? sera 
dit a nm dimensions. 

Il peut arriver que le domaine /? ne possede pas des points interieurs, 
on demontrera que dans ce cas tous les points appartenant au domaine ZA 
verifient au moins une &quuation 


Y, (x) =(, 


lindice A ayant une valeur 1,2,...0. 


“) Voyez: Minkowski, Geometrie der Zahlen, n® 19, p. 39. 
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Il est important d’avoir un criterium A laide duquel on pourrait 
reconnaitre, si un domaine determine A laide des inegalites (1.) sera a m 
dimensions ou non. 

Principe fondamental, Pour gu un domaine determine a Varde des ın- 


eqalıtes (1.) sort m Im dimensions, Ai jant et ,] seffit que equation 


.. .) f 
=) R: 0 / = — () 
ki 
ne 80 redırse p4S ei une ıdentite fat que les parameltres 0,,05 ee 0 sont 


posttifs ot nuls. les malenrs 0 (), 0, =(),. ru 0, - () elant erelnes. 


l 
Le prineipe @nonee, considere d’un certain point de vue, est evident, 
mais on ne parvient a la demonstration rigoureuse de ce prineipe qua laide 
de letude approfondie des domaines determines Aa laide des inegalites 
lineaires. 
Pour plus de simplieite, on n’examinera dans ce qui suit que des 


domaines satisfaisant A la condition suivante: les &quations 


(2.) y,(a — ()} ) 
ne peuvent &tre verifiees par aucun point, le point 0, =0,... 0,0 


etant exelu. 

Il est aise a demontrer que le cas general se ramenera toujours au 
cas examine. 

9. Dejinition. m «appe llera arete du domaine R determine a Varde 
des ınegalites m lensemble des points appartenant il domaını R ef veriftant 


les eqnations 


ya)=VU, 1,2,...7 00 ) 


a condition que ces equations definıssent les valeurs de &,, lo, ....0, a um facteur 
commmn pres. 

En designant par (S,,&,...5,) un point de l’ar&te considerde, on 
determinera tous les points de l’arete A l’aide des &galites 


By : DE, (i MB 


i % 


o etant un parametre positif arbitraire. 
Il en resulte que chaque arete du domaine /? est bien determinde 
par chaque point y appartenant. 
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Supposons que le domaine A possede s aretes caracterisees par les 


points 
CA ICTe FrRpR u (k=1,2,..8) 
Km posant 
(3.) T; — ex 0, & ls kiea1,2,...m) 
kl 
ou 
(4.) 0, —d, (k=1,?,..s) 


on obtient un point (x) appartenant au domaine /, les parametres positifs 
ou nuls 0,,0,...o, @tant arbitraires. 

10. Theoreme fondamental. Supposons que les megalites (1.) qui de- 
finissent le domame R satısfassent a la condition (&). 

Le domame R sera a m dimensions et chaque point y appartenant sera 
determine par les egalıtes (3.) a condıihon (4.). 

l,e theor&eme @nonce est bien connu dans le cas m=2 et m=3. 

Nous allons demontrer qu’en supposant que le theoreme soit vrai 
dans le cas de m — 1 variables, ce theor&me sera encore vrai dans le cas 
de nm variables. 

Examinons pr&ealablement les differentes inegalites du systeme (1.). 
Il peut arriver que plusieurs dentr’elles puissent etre mises sous la forme 


K= 


4.) = 55 ol) ou DO, (=1.2....: 09 = 0) 


On appellera dependantes de telles inegalites et on les exelura du 
systeme (1.). 

Supposons que le systeme (1.) ne contienne que des inegalites in- 
dependantes. 

leur nombre o, en vertu de la supposition faite (2.), ne sera pas in- 
ferieur a m, 

Cela pose, examinons un ensemble /’, des points appartenant au 
domaine /? et verifiant une &quation 


(d.) yva)=V, 


lindice A} ayant une valeur 1,2,...0. 
On appellera „face du domaine Ä* le domaine 7, 


En vertu de la supposition faite, la face /, sera a »m—1 dimensions. 
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Pour le demontrer, faisons eorrespondre ä chaque point («) verifiant 


l’equation (5.) un point (v) a m— 1 eoordonnees (1, !y,... 4, en posant 


(6.) 2 > a; U, (i=1,2,..m) 


Le systeme des inegalites (1.) sera transform€e en un systeme 
(T.) n, (tt) > (k=1,2,..0: kt) 
des inegalites a m — 1 variables ,, 1, ... %,_.- 


Admettons qu on sache reduire l’equation 


0,n,(r) = 0 ou 0,=V et 09; -() (=1.2....0) 


k 


(8.) 


Are 


l 


h 


en une identite. En vertu de (6.), on obtiendra lidentite 


ma f a‘ N 
0, YyÜ)=oy(la) OU 9,=UV, 


It = 


ke 


On ne peut pas supposer que 9 > 0, puisque autrement linegalite 


f ' ” 
Y,t)- () 


serait dependante et en vertu de la supposition faite n’appartiendrait pas au 


systeme (1.). 


En supposant que oe <Z0, on posera 09,= —o et on vbtiendra lidentite 


S 0,4, 2) -VJ ou 0, >), (k=1,2,..0) 


ku] 


ce qui est contre |’ hypothese. 


Nous avons suppose que le theoreme Enonee soit vrai dans le cas 


de nm — 1 variables.. Comme leauation (8.) ne peut ötre reduite en une iden- 
| \ / 


— .\ 


tite, on en conelut que le systeme des inegalites (7.) definit un domaine ®, ä& 


/ 


n— 1 dimensions. De plus, en designant par 


(9.) (u [Zi H \ u H „H (u Zi „ 
J 119 21,9.» m—1,1/) 12» 224 v0. m—1,2/3**’° 1» I)yy»,a- . 1 4 


\% 


les points qui caracterisent ? ar&tes du domaine %,, on determinera chaque 


point («) de ce domaine par les egalites 


(10.) = 0,8 ;; ou 0, >UV, (k==1,2,...8, 1,2,...m—1) 
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On fera eorrespondre aux points (9.) les points 
(11.) CHEZ RER 0} (r=1,?2,... 
en les determinant a l’aide des Egalites (6.) et (9.). 
l‚es points obtenus (11.) caracterisent ? ar&tes du domaine Ä appartenant 
a la face /,. Chaque point (x) appartenant A la face P, sera determine, 
en vertu de (6.) et (10.), par les egalites 


4 
(12.) = 0, fd DO,  aei2..iend..m 


k=1 
Observons que tous les points (11.) verifient l’equation 
(13.) Yır)=0 


et satisfont aux eonditions 
Yr (x) —>d. Re1,2.... 


On obtient done les inegalites 
(14.) y,($S)=0 (r=1,2,...t) 


et les inegalites 


Y($,) >>, (rza1,2,..2;5 =1,2,... 0) 


La face P, etant & m— 1 dimensions, les Eegalites (14.) definissent 
les coefficients de l'&quation (13.) a un facteur commun pres. 
11. Supposons qu’on ait determine de cette maniere toutes les faces 


(15.) TE SRRRRE . 


/ 9 


a m-—1 dimensions du domaine A. 
Supposons que les points 


(16.) Gelee (k=1,2,..0) 
caracterisent les differentes ar&tes du domaine /} appartenant aux differentes 
faces (1D.). 

En designant 

(17.) = ss 0,5, OU 9 U», k=1%,..3; d=1,2,..m) 

on obtient un ensemble de points qui tous appartiennent au domaine Zr. 


Je dis que chaque point (x) appartenant au domaine AR peut ätre 
determine a llaide des egalites (17.). 
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On peut supposer que le point (x) n’appartienne & aucune des faces 
(15.), puisque chaque point y appartenant peut &tre determine a l’aide des 
egalites (12.). 
En supposant quon ait les inegalites 
ya) >$, (k=1,2,. 


choisissons arbitrairement un point (£,) parmi ceux de la serie (16.) et posons 


(18.) x u d, — 0 


ou o>V. =1,2,..m) 


Un 


Tant que le parametre g est suffisamment petit, on aura aussi 
ya) >VOV. (k=1,2, 
En faisant croitre le parametre dune maniere continue, on determinera 
a laide des Egalites (18.) un point (’) verifiant une &quation 


! 
Y, (x ) — () 


% 


et satisfaisant aux eonditions 
ya) >O. (k=1,2,... 0) 


Le point obtenu (x) appartient ä la face //,. done on peut poser 


ne — %y' < Ar rn >E f ) 4 ) 
+ 9,5; OU 9. 0), k=1,2,... b 


- x I» u 
0,5 OU 0E>VQ$, 9 >V, G=1,2,..t; iel 


sh 


Il reste & demontrer que le domaine /? est & m dimensions. 
Observons que tous les points determines par les &galites (17.) A 
condition 
0, >V (kzal, 2, ..8) 
sont interieurs au domaine A. 
En effet, tous les points (16.) verifient les indgalites 
(19.) Yy,($,) - J, (G=1, 2,..3 A=1,2,... 0) 


En multipliant ces inegalites par o,, faisons la somme des inegalites 
obtenues; on aura, ä cause de (17.), 


Y, (X) un = 0x Y, (5) > 0 . (kzal,2,..6) 


Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 
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En vertu de (19.), on aura l’inegalite 


(20.) Yı (2a) > 0, (h=1,2,...s) 


tant que les nombres y,(&), Y. (&2), +.» Y. ($,) ne s’annulent pas. 
On ne peut pas admettre que les &galites 


Yı($;) = 0 ” 


alent lieu, puisque autrement toutes les @quations 


ya)=d, 20... 4) 0 


seraient A coeffieients proportionnels, ce qui est contre ’hypothese; done on 
aura les inegalites (20.), et il sen suit que le domaine /} est & m dimensions. 
Nous avons demontre que la condition (:*) est suffisante pour que 
le domaine A soit A m dimensions. Il est aise A demontrer que cette con- 
dition est ne&cessaire. 
12. Nous avons defini au n’ 10 les faces & m—1 dimensions du 
domaine A. Üette definition peut &tre generalisee. 


l 
-— 
. 
[6 
„= 
we 


Definition. On appellera face a u dimensionsdu domae R(u=1,2,...m—1) 
un domaine P( uw) forme des points appartenant au domaine R et verfiant un 


systeme d’equations 
(21.) ya)=0, (k=1,2,...7) 


a condition que ces equations definissent un domaine a w dimensions compose 
des points qui, tous, ne verifient aucune autre equation Yızı (Ü)=0;,... 4, =. 
Choisissons parmi les points (16.) tous ceux qui verifient les 
equations (21.). 
En les designant par 


= (En darre Sn) had but Ba 
on posera 
t 
(22.) ER 0, FR ou 0, —>V, (kat, 2,... 8; i=1,2, .. m) 


Il est aise & demontrer que chaque point (x) appartenant & la face 
P(u) peut &tre determine A laide des &Egalites (22.). 

Corollaire. Chaque face du domaine R est un ensemble des points 
determines par les egalites (22) a condition que chaque point y appartenant 


ne puisse etre determine par les egalites 
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= &0 E;, on 0, WU, (k=1,2,..8; i=l,2,..m) 
de moins que tous les parametres @, 413 Oızay «+0, NE sannulent. 
13. Chaque point appartenant au domaine /? ou est interieur au 
domaine Ä ou est interieur A une face de ce domaine. 
Supposons que le point (;) soit interieur A une face / (u) du domaine 
R qui est formee de tous les points determines par les Egalites (22.). 
, Je dis qu’on peut determiner toujours le point (x) par les £galites 
(22.) a condition que 
0, >d. (k=1,2,.. 1) 


Pour le demontrer, designons 


Le point («) est interieur A la face (u). 
En posant 


(23.) “—=r,;—o0, ou oe>®, G=1, 


N 


on obtient un point (z;) qui sera interieur a la face /’(«) tant que le para- 
metre o sera suffisamment petit; il sen suit que 


En vertu de (23.), on obtient 


v=2 (+0,)$;,, (61,2, ;.:m) 
et en faisant 
0+0,=0;. (te1,2,..8) 
on aura 
t i ‚ 
vw= 3 0,54 U 9,_>dV. fteil.2,...1r im, 
i=1 


Observons qu'en faisant «= m et ?=s, on designera par le symbole 
P(m) le domaine /; on en conelut que chaque point (x) qui est interieur 
au domaine A peut &tre determine par les &galites 


=. tr 0A VB: k=1 2,...8; i=1,2,..m) 
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Sur les domaines correlatıfs. 
14. Definition. Supposons guun domaine R soit determine a Tarde 
des ınegalıtes 


Patı tPpartat "+ Par Km B>: 0. (k=1,2,... 0) 


nm appellera correlatif au domaine R le domaine N gui est forme de 
tous les points (x) determines par les egalıtes 


Ö 


e2.) = 3 0pPr MM H>d. R=1,2,..0; i=1,2,...m) 


ı 


=] 


Je dis que le domaine NR sera & m dimensions, si le domaine / ne 
possede pas de points verifiant les &equations 


Part + Pır %2 + Part 0, (k=1,?,...0) 


le point 4 =0, u =0, ... «„=0 etant exelu. 
En effet, si tous les points du domaine W verifiaient une mäme 
equation 


m U u 0, 


ven 


Utraetht+tr 


u 


on aurait les egalites 
S Pit SP t + Su Pmr 0, mid Zn 
en vertu de (1.), ce qui est contre l’'hypothese. 


Theoreme. En supposant que le domaine R sort forme de tous les pornts 


(x) determines par les egalites 
\ / « 
$ « on 
(2.) = B. O,S;k ol 0, U, (k=1,2,..8: ie 1,2, 


k=1 


ON dejinira le domaine correlatıf N a Vaide des inegalites 
(3.) Satı + Sar 12 + Nr + Em Um 9, (k=1,2,...5) 


Designons par W le domaine determine a l’aide des inegalites (3.). 
En vertu de la supposition faite, tous les points 


= - - {en - o #: = c 
(Enns har): (); u. 706 ARE URN 
:aracterisent les ar&tes du domaine /, et on aura les inegalites 


9.5 >dU$; (h=1,?2,..0;: k=1,2,..8). 


"mk 
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Nous avons vu au n’ 10 que chaque face P, a m— 1 dimensions 
du domaine /? est caracterisee par les points 


(Erd; ... Er) ($12; 52; ... Eur) ... (S, 9 SIR .. Br) 
qui verifient l’e&quation 
(5.) Y, (x) -() 
de la face P,. On obtient les &galites 
PınSıat Par Sa m u FPunSm = 0 (k 1, 8,0.) 

qui definissent les coefficients p,,, Pars ++ Pm, de Vequation (5.) a un facteur 
commun pres, 

On en conelut, en vertu de la definition €tablie au n’ 9, que le point 


(Pıny Pans + Pm„) earacterise une arete du domaine W.. 
En attribuant A lindiece / les valeurs 1,2,...0, on obtient une serie 


Ps Pas + Din) Pız» Pars ++» Pu): ... (Pıss P2or*** Pına) 
de points qui caracterisent des aretes differentes du domaine W. 
Je dis que le domaine X ne possede d’autres ar&tes. Pour le d@montrer, 
supposons qu'un point (1, Pa, +...) earacterise une ardte du domaine W. 
On aura les egalites 


(6.) PıSın + PrSant + Pan Sun‘ V, (h=l,2,..t) 


qui definissent les coefficients p,, pr, -.. , A un facteur commun pres, et on 
aura les inegalites 


Sm 


() Pı Sit Pr aa t "Par Im ZO. (d=21,2,..0) 


Soit (x) un point queleonque du domaine /. On determinera le 
point (x) a laide des Egalites (2.). En multipliant les inegalites (7.) par @, 
et en faisant la somme des inegalites obtenues, on aura, a cause de (2.), 


Pı LT + P: da + en: + m Ln > v. 
On en conelut que les inegalites 
Zr Pı L rs P: da EHE ER PER, P Ln > V ei Pı RL + Pax «dl, + + Pımk LU, >> U D) 


(k=1,2,...0) 


definissent un domaine qui n’est pas a nm dimensions. 
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En vertu du theoreme fondamental du n’ 10, on determinera dans ce 
cas des valeurs positives ou nulles des parametres 0,0,,...0, qui reduisent 
l’equation 


d s 
7 0 (Pi T + PT + u + PT) + = 0; (PırTı + Par Xa + IE + Park Cm) 24% Ö 


en une identite. 
Il s’ren suit que 


En substituant les expressions obtenues de »,, Pay... 2, dans les 
egalites (6.), on aura 


0 
‚Ok /- u 2 >= re | 
< (SıaPırt San Part **" Sm h Pax) =, (hz1,2,...0) 


k=1 0 


En vertu de (4.), on trouve 


Ok /: L.* 3 un FEED er: 
2 (SınPı + SenPan + "+ Sun Pmx) —(). (ka1,2,..1; k=1,2,... 6) 
A j Ä Ok - . . 
Supposons que >, il viendra 
SınPır + Son Par + + SmnPimk =V, Seh Adna 


donc les coefficients p,, Ps; ... „, en vertu de (6.), sont proportionnels aux 
coeffiecients Pr Par Pmas 1 Sen suit que les points (rar Par ++: Puma) et 
(Pıy Pay». m) earacterisent la m&me arete du domaine W. 

En vertu du theoreme fondamental du n’ 10, tous les points du do- 
maine WR seront determines par les Egalites (1.), il en resulte que les do- 
maines N et W eoincident. 

Corollaire. Supposons quume face P(u) a u dimensions du domarme 


R sort determince par les equations 


Pırtıt Parrot "+ Par m > 0, (k=1,2,...?) 


et que chaque pownt (X) appartenant d la face P(u) sort determine par les 
t t ja tes 


, 


- ) u j l- — 2 . = 2 + 8 
2 == 0,5: U 9 ), k=1,2,..t; i=1,2,...m) 
k=1 


M- 


I 


Le domatine correlatıf N possedera une face correspondante B (m— u ) 


a m — u dimensions determande par les equahions 
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Sıatı + 5,2% + ln 2 FR Lm UV “ 1,8, ı) 


{ # chaque point (x) appartenant d la face 1 (m un u) sera determine par les 
egalites 
T 
4, = S& 0, Pik ou 0, _Vd. (k=1,2,...r; i=1,2 m) 


k—1 


Definition des domaines de formes quadratıquwes correspondant AUX dıfferentes 


jormes parfantes. 


15. Considerons une forme quadratique parfaite quelconque g. 
Supposons que toutes les representations du minimum de la forme p 
composent la serie 


(1.) (rc); re. y 


En designant 


on fait correspondre a la serie (1.) une serie de formes lin&aires 
Busch 


Envisageons un domaine /? de formes quadratiques determinees par 


l’egalite 
ea Bari 
i k—1 
a condition que 
0, >) (k=1 ) 


On dira aue le domaine R eorrespond A la forme parfaite g. 
l f 


n(n-+]1) 


Observons que le domaine R est ä -— “ dimensions. 


.) 


En admettant le contraire supposons que toutes les formes quadratiques 
appartenant au domaine /? verifient une &quation lineaire 


v(f)= z22,Q,;=V. 
En vertu de la definition etablie, on aura les Egalites 


v(i,)=0 k=1,.2...9 


ou, ce qui revient au meme, A cause de (2.), 








124 Voronoi, sur quelques propritis des formes quadratiques positives parfaites. 
=»p;; 6; =, (k=1,2,...s) 


ce qui est impossible, la forme g etant parfaite. 
En vertu de ce qui a ete dit aux nn’ 9—14, le domaine /? possede 
s aretes caracterisees par les formes quadratiques 


(3.) Er 
Supposons qu’on ait determine toutes les faces 


cha IE 2 
y nt 1) 


c 


— 1 dimensions du domaine AR. 


Chaque face P, peut etre determince de deux manieres: 


1. Toutes les formes quadratiques appartenant A la face P, verifient 
une equation 


(4.) v, (f) = 2, a,=0 
qui peut etre determinece de maniere que lincgalite 
w(f)>0 


ait lieu tant que la forme / appartenant au domaine R est exterieure 
a la face PA. 


2. En chojsissant parmi les formes quadratiques (3.) celles 


qui verifient l’equation (4.), on determinera toutes les formes quadratiques 
appartenant a la face P, par les egalites 


Pay Lay 0%) = & OQrhi, 


kl 
ou 


En vertu du theoreme du n’ 14, le domaine /? peut 6tre considere 
comme un ensemble de points verifiant les inegalites 


w.(f)>d. R-1,2.&0) 
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Sur les formes quadratiques ertremes. 


16. Designons par N (a,,) le minimum et par D(a,,) le determinant 
d’une forme quadratique positive I«,x,%. La forme quadratique positive 
l 


YD(a;;) 


> a,20,x, sera a& determinant 1 et possedera le minimum 
M(a,;) 
\D (a,,) 


Examinons differentes valeurs de la fonetion Wi (a,) qui est bien 
determinee dans l’ensemble (/) de toutes les formes quadratiques positives 
a n variables. 

EN 


Dejimtion. Om appellera extreme”) 


) IE forme quadratigue posıtine 


Za,x;2, qui jomt de la propriete que la valeur correspondante de la fonction 
N (a,,) est maxımum, 

Observons que la fonetion W (a,,) ne change pas sa valeur quand 
on remplace une forme quadratique Ia,,.x,., par une forme A coefficients 
proportionnels. 

En attribuant aux coefficients de la forme extreme Ia,.r,.r, des 


varlations 


satisfaisant A la eondition 


(1.) lei < ee, (=1,2,..n; j=1,2,... 


e etant un parametre positif arbitraire, examinons la valeur correspondante 
de la fonetion W (a,,). 

En vertu de la definition etablie, on peut determiner le parametre : 
de maniere que linegalite 


Ge. M (a, +8,)<M (a,) 


ait lieu A condition (1.) et tant que les coefficients &,, ne sont pas proportionnels 


aux eoeffieients 
ER im1,2,..02;5 Jj=1,2 


*) Voyez le Memoire de M. M. Aorkine et Zolotarefi,. Sur les formes quadratiques. 
Mathematische Annalen t. VI, p. 368.) 
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17. Theoröme. Pour qu'une forme quadratique Z a, x, x, soit extreme, 


‚OD (a;;) 


ıl faut et dl suffit qWelle sort parfaıte et que sa forme adjoınte & x, 0, sol 


da;; \ 


ıntermeure au domaıne correspondant cı la jorme 2 a,% Ue 


Designons par 
(3.) 


les representations differentes du minimum NM (a,) de la forme Fa, 
Considerons une forme quadratique I (a,,-+ 0#,,) x, %,, le parametre o 
etant arbitraire. On peut determiner un intervalle 


(4.) —J<o<l a do <I<]T 


de maniere que toutes les representations du minimum de la forme 
I (a,+08,) 2,0, se trouvent parmi les systemes (3.) tant que les variations 
&, satisfont A la condition (1.). 


? 


En designant par 
(D.) M=Z(a,+oe,)i.l, et M=Za,lılı 


les minima des formes I (w,+oe)x;2, et Ya,x,x, et par D’ et D leurs 


' 


determinants, on aura 


Z (a; aus r 
Ar: (a, + 0 €,,) _— (a; r 0€ ;) k . IK (a,,) - 
YD' YD 


2 all 


En vertu de (2.), on obtient l’inegalite 


5 (a; + 08;;) lix Mi er > d;; I; l;x 


YD' YD 
ou, ce qui revient au mäme, 
,) > u(y? 
(6.) 0, <MYZ-1) 


Cela pos‘, admettons que la forme I «,.x,.x, ne soit pas parfaite. 
On determinera dans ce cas les variations &, de maniere que les 
egalites 


Ze;l, =Q, (k=1,2,..3) 


aient lieu. En vertu de (6.), on obtiendra l’inegalite 


D'>D. 
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En developpant le determinant /’ en une serie, on aura linegalite 


(7) TE 


"oa; z  da;; O Ay, 


Le parametre o etant arbitraire satisfaisant ä la condition (4.), il est 
necessaire (que 

oD 

uw €; ; 


(A 
oda; 


0. 


M. M. Korkine et Zolotareff ont d«montre*) que dans ce cas on aura 
toujours Vinegalite 


e ir, ; 
atsun aa rn <V, 
Od;; O dy 


done linegalite (7.) est impossible. 
15. Nous avons demontre que la forme = Ia,.x,.x, doit &tre parfaite 
Supposons que le domaine Zt correspondant A la forme parfaite y 
soit determine par o inegalites 


w,.(f): zpy a, —V. (r=1,2,...0) 
En vertu de ces inegalites, on aura 

’ a2 e nu (r) ee .; > s 
(8.) v=ZEpPL,L.>0. a=12.. r=1,2,.0) 


Posons 
e,=tp,' ou t>Q—. (i=1,2,..92;: j=1,2....n) 


En vertu de (6.), on aura 
(9, ep? 1,,<M()Z -1) 
. N —/] n ik "jk " D . 
Attribuons au parametre o une valeur positive satisfaisant & la con- 
dition (4.): en vertu de (8.) et (9.) il viendra 
B>D, 
En developpant le determinant D’ en une serie, on obtient l’inegalitd 


ER 5: EEE: DE 
etrp + er zo’ pin MN. +.+>0. 


U ;; 0o4aj O A 


*) Mathematische Annalen, t. XI, p. 250. 
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le parametre positif 0 etant aussi petit que l’on voudra, il s’en 
suit que 


Sp © Do. (r=1,2,...0) 


’ da; 


(4 [4 . oD “ . x 
Il est done demontre que la forme I ‚.©;%, adjointe a la forme %, 
Oo 4:;: . ° 
’ . . . u 
est interieure au domaine Ä. 
Je dis que dans ce cas la forme parfaite p sera extr&@me. 


En admettant le contraire, supposons que linegalite 
(10,) Mla,+ 8) >M (a,) 


soit verifiee par un systeme quelconque de variations &, ((=1,2,...n; 
J=1,2,... ) satisfaisant a la condition (1.) quelque petit que soit le parametre e. 
En vertu de (10.). on obtient 


/ \ ‚ Be 
(11.) ya > “V,- 1); (k=1,2,...8) 
l’inegalite obtenue doit avoir lieu quelle que soit la valeur de liindice 

k = 1 “ 2 Pe 5. 
En designant 
"/p 
’Ii9DN da Ben 7 j P ) 
(12.) N; —(; ‚v2 DD” )+e, y; Ts (mal,2,..n5 j=l,2,..0) 


examinons la forme quadratique 
(13.) Pl) Ela + y)aR 


En vertu de (12.) la forme 9, est a determinant ). 
En choisissant le parametre & suffisamment petit, on peut supposer que 


(14. ) n,|<n; keit jet... 
r, etant un parametre positif si petit que l’on voudra. 
En vertu de (5.), (11.) et (12.), on obtient 
(15.) Zn,,,>0. e1,2,...0) 
En developpant le determinant /) de la forme (13.) en serie, on 
trouvera 
(16.) D+En,2 +=D, 


da 
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Dans cette Egalite le reste /, verifie une inegalite 


| R, u 


l 


P etant un nombre positif ne dependant pas du parameötre », tant que n<1. 
En vertu de (16.), on obtient 


a 
<< up. 


2 ; 
Il) oa; N) 


(17.) R: 


' ‚OD .. 
Nous avons suppose que la forme quadratique x, x,, adjointe A 


Od; 


la forme %, soit interieure audomaine /. En vertu de ce qui a &te dit au n’13, 


r 


1 


. a r oD "ce ‚ 0 
on determinera la forme I. .,.x, a Vaide de l’egalite 


oa; 
“u; A D a = age 
(18.) SS, UT Eh 
ou 
(19.) 0; >U),. (k Bo ) 


L’egalite (18.) peut &tre remplacee par les suivantes: 


En multipliant ces egalites par 7, et en additionnant les egalites ob- 
tenues. on aura 


(20.) En, = 39, Zr,ll.. 


ik K 


En vertu de (15.), (17.) et (19.), on obtient les inegalites 


- N 
<< Zn, <<; (k=1,2,...8) 
0 
done on peut poser 
(21.) > AR A A k=1,2,...,) 


f 


et les nombres positifs ou nuls 7, (k=1,2,...s) ne surpasseront pas des 
limites fixes qui ne dependent pas du parametre n. 

D’apres la definition des formes parfaites, les @quations (21.) n’ad- 
mettent quun seul systeme de solutions. En effectuant cette solution des 
equations (21.), on obtient 
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\ 


ou 


| T,, | it 4 


(ii; 


ARE 


‚=1,2, 


N) 


7 etant un nombre positif qui ne depend pas du parametre 7; on aura done 


ies inegalites 


(22.) Ml<T. 


Cela pose, prenons une fraetion queleonque positive 


N) 
= 
En vertu de (14.), on aura 
3 
In,|< T? 
et A cause de (22.), il viendra 
3 
Mml< 
En posant 
> 
n= T} 
on aura, A cause de (22.), 
$* 
In,|< T ’ 


et ainsi de suite. 


On obtiendra de cette maniere les inegalites 


, k 


17,|< - (im1,2,... 


il sen suit que 
2,59. 


IK 


En vertu de (12.), on obtient 


mul 2_ı) 


(1,2 


(=1,2,.. 


vt=1, 


(i=1,2, 


(=1, 


Lö) 
. 


Par 


N: 


u. N, 


...N; 


al, 


> 


Dar 


u 


 : 


done les eoeffieients &, sont proportionnels aux coefficients «a, (1=1,2,...n: 


J=1,2,...n), ce qui est contre l’hypothese. 


Proprietes de Tensemble des domannes correspondant aux dıfferentes formes 


parfaıtes a n vartables. 


19. Chaque forme parfaite g sera transformee en une forme parfaite 
equivalente g A laide de toute substitution S A coeffieients entiers et Aa 


determinant +1. 
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Designons par / et /f les domaines correspondant aux formes par- 
faites y et g' et par 7 la substitution adjointe A la substitution S. 

On demontrera aisement que le domaine /? sera transforme en un 
domaine “quivalent / A Vaide de la substitution 7, 

On en eonelut quil existe un nombre infini de domaines “quivalents 
au domaine Ä. 

Designons par (A) lVensemble de tous les domaines correspondant 
aux differentes formes parfaites a » variables. 

L’ensemble (/?) peut @tre partag« en des celasses de domaines equi- 
valents. 

En vertu de ce qui a ete dit preeedemment, le nombre des classes 
ditferentes de l’ensemble (Z) est @gal au nombre des elasses de formes 
parfaites a n variables. 


20. Theoreme. Supposons gu une jorme quadratique / sort ınterte Ye 


n(n-+]1 
d une face P (u) da u dımensions du domatne R (u =]. Be; ). 


2 
La forme f n appartiendra gu ann domunnes de "ensemble (RR) gut sont 
conttgus pur la face P (u). 


Supposons que le domaine /? soit earacterise par les formes quadratiques 


-.) nn) .o9 


(1. 7 SPORE |, 


N, 


et que la face P(«) a « dimensions du domaine /? soit caractcerisce par 
les formes quadratiques 


/.) an 38 2 
(&.) Aıylaa sc. he 


Dans le casu= ui 2 on posera t=s, et lesvmbole pi? g — 2) 
designera le domaine /t. 

l.a forme quadratique / “tant interieure A la face (uw), on aura 
Vegalite 


« \ ‚+ nn - 2 x di i 
(3.) / (X, » Lou ... X) 2 P 0, I, OU O0, Be ), (Fk 1 p ... t) 


A 


Admettons que la m&me forme / appartienne a un autre domaine # 
de l’ensemble (A). 

Supposons que le domaine /F soit earaecterise par les formes qua- 
dratiques 


(#.) 








132 Voronoi, sur quelques propriötes des formes quadratiques positives parfaites. 


et que la forme / soit interieure A la face 7’ (v) du domaine /? caracterisde 
par les formes quadratiques 

(5.) ae ER ur 

On aura, en vertu de la supposition faite, 


I r ä 
(6.) Li; Ugyooo =.) = 5 Q, h, OU on B+- 0, (h=1,?,...7) 


k==1 


Cela pose, designons par g et Y' les formes parfaites correspondant 
aux domaines /? et Ä et supposons, pour plus de simplieite, que le mini- 
mum des formes p et g' soit M. 

En designant par le symbole (/, f') le resultant 

° Wl ME. -. ! 
HN=Ea, a), 
de deux formes quadratiques 
2) 2a A Fa, 2%)=3a,%2, 


examinons deux resultants (/,y) et (fg). 
‘n vertu de (3.), on obtient 


(1.) GN)=LR@h) tt Fi) rn, A). 


En vertu de (6.), on obtient 


. 


8) GN= Lu) et )= Lily, ih). 


IV.» 


h 

Observons que 
(9.) (Gi)=M et (p,A)>M; (k=1,2,...,) 
(10.) (,4)>M et (pa )=M. RE VIEREN 


Des egalites (7.), on tire 
(11.) EN-EN= ERW) ), 
et en vertu de (3.) et (9.), il vient 


HP) -KN)Zd. 


B 
En 
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Des £Egalites (8.), on tire 


(12,) FG) -hn)= Ele, )- (94), 
et en vertu de (6.) et (10.), on aura 
hy)-ho)<d. 
Il s’en suit que 
K)=hp): 
et les Egalites (11.) et (12.) donnent 
Gh) (pi), Kr... 
(p,i,)=(g, u), (M=1,2,..17 
En vertu de (9.) et (10.), il vient 
(13.) (,W)=M, =1,2,...2) 
(14.) Y9,4)=M. (k=1,2 


En vertu des egalites (13.), les formes quadratiques (5.) se trouvent 
parmi celles de la serie (1... En vertu de (14.), les formes quadratiques 
(2.) se trouvent parmi celles de la serie (4.). 

Je dis que dans ce cas les series (2.) et (5.) contiennent les m@mes 
formes, 

Pour le demontrer, supposons que toutes les formes appartenant A la 
face P(u) verifient les &quations 


v(f)=0d, wu (f)=0,... v(f)=0 
et que chaque forme appartenant au domaine } verifie les inegalites 
(15.) v, (>09, mwN >O,.. vw (O0. 
En vertu de (6.). on aura 
0, W, (4) +0, w, (45°) +... +0, w, (47 == (), (=1,?, 
et a cause de (15.), on trouve 
v, G,)=0: G=1,2,..1: ke1,2,...?) 


done toutes les formes de la serie (5.) appartiennent A la serie (2.). 
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De la m&me maniere, on demontrera que toutes les formes de la 
serie (2.) appartiennent & la serie (5.). 

On en conelut que les faces P(u) et P’(r) eoineident, done les do- 
maines /t et /Y sont contigus par la face (u). 

Corollawre. Une forme quadratique qui est interieure “u un domaine 
de Vensemble (BR) ne peut appartenir «a aucun autre domaine de cet ensemble. 

21. Theoreme. Supposons qua une face F (u) du domaine R appar- 
tiennent des formes quadratiques positives. Dans ce cas, le nombre des do- 
maınes de Vensemble (I) contigus par la face P (uw) est int. 

Designons par 


BRrR.; 


les domaines de l'’ensemble (Z) contigus par la face /(w). Soient 


Pr fir Parer- 
les formes parfaites correspondantes ayant le minimum ./. 

En vertu de la supposition faite, une forme quadratique positive f 
sera interieure A la face /’(u). 

Nous avons demontre au n’ preeedent que 


(16.) VRDEIRDE LOK DE Se 


Il est aise A demontrer que le nombre des formes parfaites ayant 
le minimum .)/ et verifiant les Egalites (16.) est fini. 


Algorithme pour la recherche du domaıine de ensemble (R) contıqu a un autre 


n(n+1) 
2 


domaine par ne face d 1 dimensions. 


22. Soit 


3 y: a Be mp 
p (2, rs ... %,) — d;; u: 


= 


une forme parfaite ayant le minimum ./ dont les representations differentes 
composent une serie 


(1.) tk AE Ed 


Supposons quune face / du domaine /? correspondant a la forme 
parfaite y soit determinde par l’equation 


y (f) = 29,4, = 0 


= 
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et par la condition 


vy()—V0 
qui est verifiee par chaque forme quadratique appartenant au domaine /R. 
Supposons que la face /’ soit caracterisee par les formes quadratiques 
(2.) SUR TERRER 
OU 
ala tıt lat 4 lan (k=1,2,..5) 
En vertu de la supposition faite, on aura les Egalites 


(3.) =D; L = 0 (ka1,2,..B 


qui definissent les coeffieients »,(?=1,2,...n; 7 =1,2,...n) A un faetenr 
commun pres. 

Admettons que la face /° puisse appartenir aux autres domaines de 
l’ensemble (/). Designons par / un domaine pareil. Soit g’ la forme par- 
faite correspondant au domaine 

En vertu de la supposition faite, les formes quadratiques (2.) appar- 
tiennent aux domaines / et &. Il en resulte que les syst&@mes 


(4.) au A 


correspondant aux formes (2.) representent le minimum des formes o et". 
Supposons, pour plus de simplieite, que les formes g et g’ aient le 
meme minimum J/. On aura les &galites 


(D.) BP; (t; Fi /, —— M et Zu in /. nn M. Bear ii 


en posant 
p (2 dos ... %) Ben ZA, Ep X . 


Des £galites (5.), on tire 
= (a, — a,) En du -(), (kei, 2,...0 
et en vertu de (3.), il vient 


(6.) a. = (4, + OP. (im), 23, ... EM 
Designons 


A 
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En vertu de (6.), on obtient 


7.) PR FR Re). 


Cela pose, choisissons dans la serie (1.) un systeme (Z,, 243... 1) qui 
n’appartient pas a la serie (4.), Comme 


ln d=M, ln.) >M 
et 


Yv (hu; I, ers Un) B_ 0, 
on deduit de l’egalite 


I . 72 (ln rs I.) =gGg (Aus ar. br) +ow (., an ... Ü.n) 
inegalite 
o—>U. 


l,a supposition eg = 0 e&tant evidemment impossible, on obtient 


0 0, 
et ıl s’en suit que 


‚ y (has on Dunn L.n) > M. 
Designons par 


y 2 ' ! „ ! im r (r HryN 
(8.) (h, h, En u); (Ä ’ I; : ig (m ), hg (4 x I; Z ... N ’) 
toutes les representations du minimum de la forme parfaite go’ qui ne se 
trouvent pas dans la serie (4... En vertu de (7.), on aura 
(Er EDER (59 
ke1,2,...r) 
il en resulte que 
(9.) U, N DUE WR, 19,30. wmı,2,.,n 


La valeur du parametre o aura pour expression 


yAD, ID, ...1@)_M 


® k) y(k N ” 
— u (l®, IB, ... 1) 


Examinons une valeur queleonque de la fonetion 


(10.) plan) — M 


rn 1 (©, day ..» KL, 


determinee A eondition 


(11.) PAR ee) SO: 


an 
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Je dis qu’on aura l’inegalite 


% (2,8%, ..20.)— M 


— WU (2,025 +. Im 


Admettons le eontraire. En supposant que 


\ 


p(r. Ey.) — M Br 


— U (2,0, 0. An) 
on trouvera, & cause de (11.), 
Dan. ra 
ou, ee qui revient au m&me A cause de (7.), 
EEE AT 


ce qui est contre Uhypothese. 

Nous sommes arrives A l’important resultat suivant: 

N n existe guumn seul domaıne RR contigu au domatne R par la face P 
La forme parfaıte correspondante p sera determinee par Vegalste (7.) (ti CON- 
dıtıon que le parametre 0 presente la plus petite »aleur positive de la fonchon (10.). 

Observons qu'en vertu de (3.) et (9.), toutes les formes «uadratiques 


oalite 


> 


appartenant au domaine /? verifient l’ine 
w N = v9, 


On en eonelut que les domaines /? et Ä' se trouvent de deux ceötes 
n(n-+ 1) 1 
») Er 


opposes du plan ä dimensions determine par l’equation 


23. La plus petite valeur positive de la fonetion (10.) peut etre 
obtenue & l’aide d’op@rations dont le nombre est fini. 
Tout le probleme se reduit a la recherche prealable d’un systeme 


(Iydy... 2) des nombres entiers verifiant Vinegalite 


lu 
et satisfaisant A la condition que la forme quadratique 


» » » . » » \ p . N‘ 
U € Er —(G EWR -H 0, I cl). 


oU on a pose 
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il u. er 
ET 
soit positive. 
On determinera dans ce cas tous les systemes (,,%3,....,) des nombres 
entiers verifiant linegalite 


(12.) po (Ay...) < M 


dont le nombre est fini, et on trouvera parmi ces systemes tous ceux qui 
definissent la plus petite valeur de la fonction (10.). 

Designons, comme nous l’avons fait au n’ 2, par /? la limite superieure 
des valeurs du parametre o. 

Le probleme se reduit ä la recherche d’un systeme (/,, 7, ... /,) des 
nombres entiers verifiant l’inegalite 


(13.) ker Ryll,i,.. 4) <<M. 
Il peut arriver que l’&quation 
ar RAY Rn) 0 


sera verifice par des nombres entiers, on les determinera ä l’aide des equations 
Oo ow 
7, RdU_og aaa 
Oo; Oi; 
Dans le cas ol ces edquations ne peuvent &tre verifiees par aucun 
systeme de nombres entiers, on e€tudiera les valeurs des formes lineaires 


°4 
Pig G=1,2,...n) 
7 Oo; 
et on determinera autant qu’on voudra de systemes de nombres entiers 
verifiant lVinegalite (13.). 

En supposant qu’un systeme de nombres entiers (/,, /,, ... /,) verifiant 
Vinegalite (13.) soit determine, on peut chercher la plus petite valeur positive 
o de la fonetion (10.) a Vaide du procede suivant. 

L’inegalite (12.) peut @tre mise sous la forme 


pay RBeRe 1 G En )+ Sl YA HEY RE) SM, 


et comme 


p (2, ) 4, 
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il vient 
Per (I-S)<M, 


ou autrement 


Parmi les systemes des nombres entiers verifiant cette inegalite on 
trouvera tous les systemes cherches (8.). 


Algorıthme peur la recherche du domaıne de "ensemble (R) auquel appartı nt 


ne forme quadratique positive arbitraire. 


24. Theoreme. Chaque jorme quadratıque posttun appartıent arı Moins 
dad u domaine de "ensemble (R). 
Soit 


une forme quadratique positive queleonque. 

Choisissons un domaine queleonque /? de l’ensemble (/?). 

Admettons que la forme / nm’appartienne pas au domaine /%. 

Dans ce cas toutes les inegalites lineaires qui definissent le domaine / 
ne seront pas verifiees. Supposons qu’on ait lVinegalite 


9 yv(f)=2p,a,<V. 


Designons par ZÄ, le domaine contigu au domaine /? par la face A 
n(n +1) 
.) 


— 1 dimensions determinde par l’equation 
v(N=0. 


En designant par y et y, les formes parfaites contiguös correspondant 


aux domaines AR et Ä,. on aura, comme nous l’avons vu au n’ 22, 
(2.) Et re + Aria u) 


> IuU vl, ep nr. 
Examinons deux re&sultants (/,y) et (/, y,). En vertu de (2.), on aura 


KW=-hn)tehv), 


et comme, Aa cause de (1.), 
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(f; y) = =p,0Q,< 0, 
il vient 


(h; Y)>(h Pp)- 


Supposons quen proc&dant de cette maniere on obtienne une serie de 
domaines 


(3.) uR., 
En designant par 
(4.) Pr, Par. 
la serie des formes parfaites correspondantes, on aura les inegalites 


D \ ’ \ ’ - 
H)D>HWV)>hmM)>" 
tant que la forme / n’appartient pas aux domaines (3.). 

En observant que toutes les formes parfaites (4.) possedent le m&me 
minimum 4, on d@emontrera aisement que le nombre des formes parfaites (4. 
verifiant Vinegalite 

y - D 
H)<iI 
est limite, quelle que soit la valeur du parametre positif P. 

On en conelut que la serie de domaines (3.) se terminera necessaire- 

ment par un domaine A, auquel appartient la forme consideree f. 


Recherche d’un systeme complet de domaimes representant les dıfferentes 
classes de Üensemble (R). 


25. Soit / un domaine quelconque de l’ensemble (#). Supposons 
qu’on ait determine tous les domaines 


(1.) Bl, 


n dl 3) _ 1 dimensions. 


eontieus au domaine / par les differentes faces A 
g 


puis supposons qu on ait determine tous les domaines contigus aux domaines 
(1.) et ainsi de suite. 

Je dis qu’en proccdant de cette maniere on rencontrera chaque do- 
maine de l’ensemble (/) choisi arbitrairement. 

Par exemple, si on veut atteindre a un domaine A“, on choisira 


une forme quadratique positive / qui est interieure au domaine AU et on 
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proeedera comme nous lavons fait au n’ 24. On determinera de eette 
maniere une serie de domaines 


R, R', R",... RW Ro 


’ i ’ n(n | 
qui sont contigus successivement par des faces A - 1 


dimensions. 
Nous avons vu au n’ 19 que l’ensemble (A) peut @tre partage en 
des elasses de domaines &quivalents dont le nombre est fini. 
Cherchons un systeme de domaines repr&sentant les differentes elasses 


de l’ensemble (ZR). 


En partant du domaine /, nous avons determine tous les domaines 


R,,R,... R 


JO 


contigus au domaine /i. En ne considerant pas comme differents des domaines 
equivalents, choisissons parmi les domaines (1.) ceux qui ne sont pas &qui- 
valents deux & deux et ne sont pas @quivalents au domaine #. Supposons 
qu’on ait obtenu la serie 


(2.) Basis, 


de domaines qui ne sont pas @quivalents deux A deux, 

On etudiera de la m&me maniere les domaines eontigus aux domaines 
BR, Ät,... A, et on prolongera la serie (2.) en y ajoutant de nouveanx 
domaines 


R,,R R 


41 She v—| 


qui ne sont pas &quivalents deux A deux et ne sont pas &quivalents aux 
domaines (2.). 
En procedant de cette maniere. on obtiendra toujours une serie 


(3.) ET U 


qui jouit de la propriete suivante: les domaines appartenant A la serie (3.) 
ne sont pas @quivalents deux A deux et tous les domaines contigus aux do- 
maines (3.) y sont &quivalents. 

La serie obtenue (3.) presente un syst&me complet des representants 
des differentes elasses de l’ensemble (Z?). 

26. La recherche de la serie (3.) peut &tre facilitEe notamment A 
laide de substitutions qui transforment en soi-m&me les domaines de l’en- 
semble (/?). 


Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 19 








142 Voronoi, sur quelques propriets des formes quadratiques positives parfaites. 


Supposons que le domaine /? correspondant & une forme parfaite y 
soit determine par les inegalites 
= pi” a, > 0. (k=1,2,...0) 
En posant 
vl ce &=1,2,... 0) 


on determinera, comme nous l’avons vu au n’ 22, par les Egalites 


(4.) AR=PpH+ 0% (k=1,2,...0) 


o formes parfaites p,, P2,...9,- On les appellera contiguös & la forme 
parfaite . 

Designons par g le groupe de substitutions qui ne changent pas la 
forme parfaite . 

Les formes parfaites 9,,%s,...Y, etant bien determinees par la forme 
parfaite 9%, on en conelut que toutes les substitutions du groupe y ne feront 
que permuter les formes ı, Pa... 15: 

En ne considerant pas comme differentes les formes & coefficients 
proportionnels, on peut dire, en vertu de (4.), que le groupe y ne fera que 
permuter les formes quadratiques 


(5.) Di Wii, 


Supposons qu'on ait choisi dans cette serie les formes 


(6.) Wi Way Wan 


qui jouissent des proprietes suivantes: chaque forme de la serie (5.) sera 
transformee en une forme de la serie (6.) a l’aide d’une substitution apparte- 
nant au groupe 9, les formes (6.) ne peuvent Etre transformees deux a deux 
a l’aide des substitutions du groupe 9. 


Les formes parfaites 
p. = PH 09, Wr &=1,2,...4—1) 


peuvent remplacer les formes parfaites (4.), done on ne determinera que 

les valeurs des parametres 0,, 02, +... © 
Les domaines correspondants 

BR, Do Ba 


peuvent remplacer les domaines (1.). 
Il peut arriver que parmi les domaines Ä, Ä,, R,,... R,_,., se trouvent 
des domaines &quivalents, on le reconnaitra A l’aide des methodes partieulieres. 


ae Du 
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Sur une methode de reduction des formes quadratiques positives. 


27. Definition. On appellera rechte chaque forme quadratique positive 


appartenant a un domaine quelconque 


(1.) u 


T—1 
dun systeme complet des representants des dıfferentes classes de "ensemble (RR). 


Supposons qu’on ait determine toutes les substitutions 


(2.) S, , Nie ... S 


m 


qui transforment les domaines contigus aux domaines (1.) par les faces ä 
n(n-+ 1) 
‘) 


—_ 


— 1 dimensions en ces domaines-eci. 
Soit / une forme quadratique positive queleonque qui n’est pas reduite. 
On determinera & l’aide de lalgorithme expose au n’24 une serie de 


domaines 
EUER 


contigus successivement. Supposons que le domaine A“ soit le premier 
qui n’appartienne pas & la serie (1.) 

A Vaide d’une substitution S’ qui se trouve parmi celles de la serie 
(2.), on transformera le domaine /“’ en un domaine /}, appartenant A la 
serie (1.) 

En transformant la forme / a laide de la substitution S’ en une 
forme &quivalente /', on determinera & l’aide de la forme /’ une nouvelle 


serie de domaines 
0 AARRE 
et ainsi de suite. 
On determinera de cette maniere une serie de substitutions 


Sr! Ss” ya) 


y yo en 


qui, toutes, se trouvent parmi celles de la serie (2.) et dont le produit 
S-$s'8",.. 5 


presente une substitution S & l’aide de laquelle la forme / sera transformee 
en une forme reduite. 

28. Supposons maintenant que deux formes reduites / et f’ soient 
equivalentes. 

Si une de ces formes, par exemple /, est interieure au domaine /?, 
la forme /’ y sera interieure aussi. On en conelut que la forme / ne peut 


19* 
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etre transformee en une forme f’ qu’a l’aide d’une substitution qui transforme 
le domaine Ä, en soi-m&me. 

Supposons que les formes &quivalentes reduites / et /' soient interieures 
aux faces A « dimensions des domaines (1.). 

On posera dans ce cas des conditions suppl@mentaires pour les formes 
reduites / et f". 

Apres avoir determine toutes les faces & « dimensions des domaines 
(1.), on choisira un systeme complet des representants de leurs differentes 
classes. Supposons que ce systeme soit forme par les faces & « dimensions 


(3.) (u), BR (u)... P,(u). 


Chaque forme quadratique positive qui est interieure A une face ä u 
dimensions d’un domaine de l’ensemble (/f) sera @equivalente A une forme qui 
est interieure aux faces (3.), on l’appellera reduite. 

Deux formes quadratiques positives reduites qui sont interieures aux 
faces (3.) ne seront &quivalentes qu’a condition quelles soient interieures 
aA une meme face et que la substitution qui transforme l’une d’elles en une 
autre, transforme aussi cette face en soi-meme. 

Nous sommes arrives au resultat suivant: 


Une forme quadratique redwite ne peut etre transformee en une autre 
forme redunte on en sor-meme quä l"aride d’une substitution gu transforme 


en soi-meme un domaine ou une face des domaines appartenant a la serie (1.). 


Seconde partie. 


Quelques applications de la theorie generale A la recherche des 
formes quadratiques parfaites. 


Sur la forme par faute princıpale. 


29. Nous ne considerons pas comme differentes les formes quadrati- 
ques & coeffiecients proportionnels, done on peut choisir arbitrairement la 
valeur du minimum d’une forme quadratique positive. 

Dans ce qui suit, on n’etudiera que les formes quadratiques parfaites 
dont le minimum est 1. On designera par /) le determinant de ces formes. 
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Parmi les differentes formes parfaites, une forme 
‚2 mt ‚2 se 1 : * 
yeytate tu ton tutti, ) 


n+ I 


“)n 
— 


d,= l, d=1,2,..9%, dd; - „d=l,2,..n; j—=1l,2,...n: i$)) et ) 


ı) 


N ei 


se fait distinguer par sa simplieite. 

On appellera prineipale la forme parfaite g. 

n(n-+ 1) 
) 


_ 


La forme parfaite 9 possede representations du minimum 1, 


. : n(n + 1 e A 
qui definissent sr ) formes lindaires 
k, =4,, A, LU, ... =. RR _— T, — da, r _ Li, — Lir >. Aula+ı) Ü, e > Mas 


Le domaine /? correspondant A la forme parfaite y est compose de 
toutes les formes quadratiques determindes par l’Egalite 


n(n+1) 


> 


za, = 5 0; h, ou 0; >), (ı E. > 


De cette Egalit@ on tire 


,=4; +4, ++. +a, tant que k=1,2,...n, 


0, = —qd, tant que k>n; u) .,2,...03 1:2,...n:si$j) 


done le domaine / sera determine par les inegalites suivantes: 


Ay „tr, +a.—d, (k=1,2,...n) 
(1.) | It ax + + In 


— 4a, _—V. (iz=1,2,..93 21,2,..05 ij) 


n(n + 1) 


En vertu de (1.), la forme parfaite g possede = formes par- 


faites contiguös qui sont determindes par les egalites 


|9=Y +0, U, (X, +%+°* +1,), (dee, 2,...0) 


u u £ue Be n(n +1) . 
In=9-o%%, K=n+l,n,+2...—,i=1,2,..m; j=1,2,..n; i$#)j) 


(2.) 


30. Cherchons des formes &quivalentes parmi les formes parfaites 
contigues A la forme parfaite y. 


*) La forme g a ete donnee pour la premiere fois par Zolotaref dans un Me- 
moire intitule: Sur une equation indeterminee du troisicme degre, (en russe.) 
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A cet effet, determinons le groupe g de substitutions qui ne changent 
pas la forme y. 

Examinons, en premier lieu, la forme adjointe a la forme y. 

On demontrera aisement que les coefficients de la forme adjointe a 
p sont proportionnels ä ceux de la forme 


(3.) v=htht + An(n+1)° 


— 


On en conelut, en vertu du theore&me du n’ 17, que la forme parfaite 
prineipale p est extreme. 


La forme quadratique »® aura pour expression 


vn tn ++ +0, — 22, — 20, — + — 28,1, 
oli 
AN, (=1,2,..n) ,=— 1. G=1,2,...n; j=1,2,...n; i$j) 


ıu 


Öherchons toutes les representations du minimum de la forme ». 
les formes lineaires 


(4.) 2 ++, 


;aracterisent „+ 1 representations de la valeur » de la forme w. 
Je dis que la forme »® a le minimum n et toutes les representations 
du minimum de la forme w sont caracterisees par les formes lin&aires (4.). 
Pour le d&montrer, examinons une valeur queleonque © (X, %, ... %, 
de la forme ». En supposant qu’aucun des nombres x, 2%, ...x, ne sannule, 
on aura, en vertu de (3.), 


BIRD, 


le systeme ,=1,2%,,=1,..., 7, =1 etant exelu. 
Supposons qu’aucun des nombres %,,%;,... x, ne s’annule et que 


ED, Ed, SR 
on obtient, en vertu de (3.), 
(Re 0 NER A+Hd) (tat +u)+Fm— u), 


et il s’en suit que 
(Ray. 20,) > kn—k+1), 


done 


0 (u, %y...2,)>n tant que k>2. 





nn 











Voronoi, sur quelques proprütes des formes quadratiques positives parfaites. 147 


Cela pose, designons par @ le groupe de substitutions qui trans- 
forment en soi-m&me le domaine /. En vertu de (3.), chaque substitution 
du groupe (@ ne change pas la forme w, 

Le groupe y &tant adjoint au groupe @, on en conelut que chaque 
substitution du groupe g ne fera que permuter les formes lindaires (4.) en 
changeant le signe de quelques-unes d’entr’elles. 

En observant que 


a+B+- rt tn ++) =2p, 


on en conelut que le groupe y est compos& de toutes les substitutions qui 
permutent les formes 
2 2, m. Bee (X + dig + ca + L, . 


Designons 


= n 


(9.) ul ne U uU me — 


et soit Ay, Äy,... A, une permutation queleonque des nombres 0, 1,2,... n. 
En posant 
(6.) z=e% oe =+l, (=0,1,2,...%) 
on aura 


' 


! 
Lo + «U, + Be. + «U, — eu, + e IL, N Er + 7 ur ’ 


n 


et comme, & cause de (5.), 
+ u r++4,= 0 et z + x +++ X 0, 


il est necessaire que 


done les Egalites (6.) se reduisent A celles-ei: 


(7.) zu eX,. G=0,1,2,..n:e=+1) 
2 


ı 


Le nombre des substitutions definies par les formules obtenues est 
egal A 2-1-2-.-(n +1). En ne considerant pas comme differentes deux 
substitutions & coeffieients opposes, on dira que le groupe y est compose de 
(2 + 1)! substitutions differentes.”) 


#”) Vovez: Minkowskti. Zur Theorie der positiven quadratischen Formen. (Ce 
) \ | 
journal, t. 101, p. 200.) 








148 Voronoi, sur quelques propriötes des formes quadratiques positives parfaites. 


A l’aide des substitutions (7.), on peut transformer chaque forme par- 
faite (2.) contiguö & la forme prineipale p en une autre forme contigu& A 
la forme , choisie arbitrairement. 

Nous sommes arrives & l’important r&sultat suivant: 

Toutes les formes parfaites contiques a la forme parfaite principale sont 
equivalentes. 

31. Choisissons une forme parmi celles de la serie (2... Posons 


Toutes les formes parfaites contiguäs & la forme sont @quivalentes 
a la forme g.. 
Cherchons la valeur correspondante du parametre o. 
Comme nous l’avons vu au n’ 22, la valeur cherchee de go presente 
la plus petite valeur de la fonction 
(8) Y (2, %yy In) — 1] 


di, D, 


determinde A condition 
2:2 >V. 


On distinguera dans les recherches ulterieures deux cas: 


l.) n=2 e 2) n>3. 
Premier cas: 


n=2. 


Ein eomparant deux formes binaires parfaites 
y-ui+r + dt pi + + - 0m, 
on observera qu’en faisant 0 =2 on obtient la forme 
‚2 y? Pa 
fı = tl, + — U % 


qui est @videmment &quivalente & la forme parfaite y, done la forme par- 
faite y, est celle qu’on a cherchee. 

Second cas: n >3. 

En faisant 


zz =l, „al, =—-1l, z=0,..2.=0, 


on obtient une valeur de la fonetion (8.) qui est @Egale & 1. 
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En faisant o=1, on presentera la forme Y, sous la forme suivante: 
9 . . \? 2 ı 2 2 

( .) mn > (X +++ X) + [x — x) +%54+:-.+7 1 


Il en resulte que la forme 4, est positive. En vertu de ce qui a 
te dit au n’ 23, on cherchera maintenant tous les syst@mes des nombres 
entiers verifiant Vinegalite 

re 4 

En observant que l’inegalite 

ee) 


est Impossible, puisque la forme positive g, a des valeurs entieres qui corre- 
spondent aux valeurs entieres des variables, on en conelut que la forme 
y, est parfaite. 

A laide de l'egalite (9.), on determinera ais&ment toutes les represen- 
tations du minimum de la forme parfaite ,. 


Sur les formes parfaıtes bınarres et ternarres et sur les domaınes 


qui leur correspondent. 


32. La forme parfaite prineipale binaire 


‘ 


y=Äatayty, D =, 


possede, comme nous l’avons vu au n’29, trois formes parfaites contiguös 
qui sont @quivalentes & la forme prineipale. 

On en conelut que toutes les formes binaires parfaites ne forment 
qu’une seule elasse de formes @quivalentes & la forme prineipale. 

Le domaine /? correspondant a la forme principale est compose des 
formes binaires (a, d,c) qui sont determindes par l’egalite 


aa” +2baytcey=ox+eoy+o («—y) 


ou 


e>0, e>0, ee >d. 
Il s’en suit que le domaine / est determine par les inegalites 


oe=a+b>0, e=-I>0, e"=c+l>0. 


N 





Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 








150 Voronoi, sur quelques proprietes des formes quadratiques positives parfaites. 


En appelant reduites les formes binaires positives verifiant ces in- 
egalites, comme nous l’avons fait au n’ 27, on etablira une methode de re- 
duetion bien connue, due A M. Selling.*) 

On peut partager le domaine AR en six parties equivalentes 


BP, RU RT, Ru RR’ 


qui peuvent &tre transform6es une en l’autre A l’aide de six substitutions 
adjointes & celles qui ne changent pas la forme prineipale. 
Le domaine / sera compose de toutes les formes quadratiques 


determinees par l’egalite 


aa + 2bay+ ey ey te @ +) +E (++) 


ou 
o>0, e>0, E"'>dO. 


Il en resulte que le domaine A est determine par les inegalites 
0=c-a>—, =a+2b>0, 0" ——-b>0. 


Les inegalites obtenues ne different des conditions eelebres de re- 
duetion des formes quadratiques binaires positives dues & Lagrange que par 
le choix du signe du coefficient 5, ce qu’on peut faire arbitrairement dans 


la methode de Lagrange.””) 
33. Examinons maintenant les formes parfaites ternaires. 
La forme parfaite principale 
l 
_— pi ? „? 2 rn ’ — 
gy=lr+ty+ityrtzetay, D=; 
possede six formes parfaites contigues qui, toutes, sont equivalentes & la 
forme parfaite 


pi ty+rtysı+ze 


jue nous avons trouvee au n’ 31. 


*) Selling. Über die binären und ternären quadratischen Formen. (Ce Journal, 
t. 77, p. 143.) 

**) Voyez: Lagrange. Recherches d’Arithmetique. (Oeuvres de Lagrange publiees 
par Serret, t. Ill, p. 698.) 

Gauss. Disquisitiones arithmeticae, art. 171. (Werke, t. 1.) 

Lejeune Dirichlet. Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 


(Braunschweig 1894, $ 64, p. 159.) 
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La substitution 


' ' 


u, yayı 7Easper 
transforme la forme %, en forme prineipale. 
On en conelut que toutes les formes parfaites ternaires ne forment 
qu’une seule classe, 
le domaine /? correspondant & la forme prineipale est compos« de 
toutes les formes quadratiques ternaires (} 4 2 qui sont determinces par 
l’egalite 


ax + ay' +.2°+2 by z+2b 2:+ 2b" wy 0, "+0,y +0; g 
+. Yy-D+BC- +. 


Le domaine /? est determine par les inegalites 


B=a+l+l">0, 8=a+b"+HI>0, B=a' ++ >0, 
,=-Ib>0, ,=-I! D>V0, =-b">d0. 


En appelant reduites les formes quadratiques ternaires positives 
appartenant au domaine /t, on etablira une methode de reduetion due ä 
M. Selling. 

Le domaine /? peut &tre partag‘ en 24 parties «quivalentes qui peuvent 
etre transformees l'une en lautre A l’aide de 24 substitutions adjointes ä 
celles qui ne changent pas la forme principale, 

Une de ces parties, le domaine R, sera composce de toutes les formes 
quadratiques ternaires determinees par l’egalite 


ar+ay+ta'+2bys+2b' ze +2)" ay=o,20”+0,y + 0,7 


+9y-2)+9y+o'o 
ou 


vartyt+z+g-DHE-), Bert ytety-d+ ea) + le NM. 
On determinera le domaine R & l’aide des inegalites 


=a+ +" >0, @=a+b+b+Hh">0, 9=a" +++" >0, 
p 0 ig 
a=-b+>0, 9=-5b+">0, =-">0. 


Le domaine R jouit des proprietes suivantes: 
1. Chaque forme quadratique ternaire positiwe est equivalente au moins 


a une forme appartenant au domaıne MR. 


20* 
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2. Deux formes quadratiques ternaires qui sont interieures au do- 
maine N ne peuvent etre equivalentes. 

En effeetuant la transformation du domaine N A llaide de toutes les 
substitutions & coefficients entiers et & determinant +1, on composera 
l’ensemble (Mt) des domaines. 

Uhaque domaine X appartenant & l’ensemble (N) possede six domaines 
contigus par des faces & 5 dimensions. 

Le domaine R sera transforme en des domaines contigus A l’aide des 
substitutions suivantes: 


— |] 01 01 —1 V—11 
Y, = 0 —11 . I, = 10 —1 j I = 0 —10 . 
' 5 00 —| 1 —10 
0 —I 0 —1 0 0 —10 0 
Sat —A1. 0 0:8 0 V-1L = 01 —1 
0 0 —1 0-1 0 00 —I 


Chaque substitution de cette serie transforme en soi-m@me une face 
correspondante A 5 dimensions du domaine W et permute deux domaines 
de Vensemble (N) qui sont contigus par ceite face. 

Il en resulte une methode pour la recherche de la substitution qui 
transforme une forme donnee en une forme appartenant au domaine NW. 
Cette methode est analogue & celle qui a et6 exposce au n? 27. 

En appelant reduite chaque forme quadratique ternaire positive 
appartenant au domaine X, on etablira une nouvelle methode de reduetion 
des formes quadratiques ternaires positives qui peut @tre consider6e comme 
une generalisation de la methode de reduction de Lagrange. 


Sur la forme parfate a + a ++ + +u u ++: 


34. Examinons la forme parfaite 


ac ‚x 
p=utr%t ++ + + tm) 


oo 9 


obtenue au n’ 3l. On a pose 


1 


— 1,‘ in —— j=1,: ; j=1,2,..n; i 
(t;; 1, kei, 2,.,8}, 4,0, 4,=75: (ma1l,2,..0; jel,2,..n5 ij) 


*) Ja forme Q, a ete donnee par M.M. Korkine et Zolotareff dans le Memoire 
eite. (Mathematische Annalen, t. VI, p. 367.) 


/ \ 
(1.) 


di 


l« 
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Il en resulte que 


_ 


En supposant que n >4, on aura n’— n representations du minimum 


n(n +1) 


de la forme , dont le nombre est plus grand que = 


Ces representations du minimum de la forme 4, sont caracterisdes par 
les formes lincaires 





., =, hi... 1,=LT, Aarı I —.Jd, ... hu(n+1) ln — lan 
(1.) nur —t;, ... bntn+1) = +%—LT,, un (n +1) -=4 + dla md — lagen. 
F tn 3 Hr n—2 
2 2 . 
> s - . . . . . . . . . Ann — dl -+- LU, — amt — HL, r 


Le domaine Z, correspondant & la forme parfaite y, est compose 
des formes determindes par V’egalite 


f(z, dy, ... 2.) _— = 0, x ou 0; : ), (k ae ) 
—] 


Cherehons les inegalites lincaires qui definissent le domaine A‘. 

Le nombre de ces inegalites est tres grand m&me pour n„=4. 

On surmontera les diffieultes qui en r@sultent a V’aide d’une methode 
partieuliere. 

35. Cherchons le groupe 9, de substitutions qui ne changent pas 
la forme y,. 

A cet effet, introduisons dans nos recherches une forme quadratique 
o» determinde par V’egalite 


2 7 nn n) 
= =, (A,+ Ist +++ Eich 
Apres les reductions, on obtient 


(eye tn +++ +4, +2 (ln — 2) a © 
— 4r, 1%. + —4u, 2, —- 4, — 4ı,ı,. 


On peut donner & la forme » l'expression suivante: 
Ay) - m) tut) ++ m - 25) +++ 20). 


Il est aise & demontrer que la forme adjointe & la forme parfaite 
p, & des coeffieients qui sont proportionnels a ceux de la forme w, 
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Il sen suit que la forme parfaite y, est extr&@me. 
OÖbservons que les formes lineaires 


u to tt, Ir Iaı Kay de 


caracterisent  representations du minimum 4 de la forme w. Dans le cas 
"5, d’ autres reprösentations du minimum de la forme w n’existent pas; 
dans le cas n=4, on obtient 12 representations du minimum de la forme w. 


En observant que 
- r ? 2 em 
pı Zu 9) [(«. + «ly + nd + 2) + (7, un %,) + dz + ... 4 LT, ’ 


les permutations des formes 
y* y . 2 * ’ 2 2 ‘ ‚2 
++ +2), (2% — 2), U 2 In 


Dans le cas n=4, on ne determinera de cette maniere qu’un diviseur 
du groupe 9,. 
En designant 


neh tn tet, Wald, ab u —d,, 

' ' ' ' ' ! j) BR, JUN 
u, =l, +14. +%,, U =d, — da I, =dly, + U, ln, 
posons 


f — > ü = 2 oo. 
(2.) u,= &; Ur (i 1, ’ n) 


oegs—=+t1 (t=1,2,...n) et les indices Äk,,k,,...k, presentent une permu- 
tation queleonque des nombres 1,2,...n. 

Chaque systeme des egalites (2.) definit une substitution du groupe 9,. 

On en conelut que le groupe y, est compos& de 2””' n! substitutions 
differentes, dans le cas n >5. 

36. Supposons que le domaine A, soit determine par les inegalites 


= p 4. > 0. (k=1,2,... 0) 
En designant 


"3 en: uno u 
la) Ei u%, (k=1,2,...0) 


on determinera, comme nous l’avons vu au n? 22, o formes parfaites 


(3.) y = pıTt 9 Wı (k=1,2,...0) 


eontiguäs A la forme parfaite Y,. 


d 
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Toutes les substitutions du groupe g, ne feront quune permutation 
des formes 


(4.) Yo Way Wo 
Effectuons la transformation des formes (3.) et (4.) & laide de la 
substitution 
(3.) «U + «U, + 7% + dn um AR «U = «ly = A «3 — % er L, m g,. 
La serie (4.) sera transformee en une serie 
(6.) m Te 
Designons par 9 un groupe de substitutions 
! 2 
4 eds (am), 2...) 
on e=+1 (i=1,2,..n) et Ä,,k,,...k, presentent une permutation des 
nombres 1,2,...r. ÜChaque substitution du groupe g ne fait quw'une per- 
mutation des formes (6.), et & une telle substitution correspond une sub- 
stitution du groupe 9,. 
En designant 
TR (, % ... x) By pP) x Ei. (k=1,?2,...0) 
on determinera A l'aide des inegalites 
(7.) 2” dl, dl, 0, (ke21,2,...0) 


un domaine NW. 
La forme 9, sera transformee en une forme 


1 ‚2 ‚2 2 
su + +++), 


a l’aide de la substitution (5.), et chaque systeme (,,2%,....,) de nombres 
entiers X, 2, ...., sera remplac® par un systeme (“,.%,....,) de nombres, 


ı 


entiers aussi, .,.2....7, satisfaisant A la condition 
(8.) ++ -+&%=0 (mod. 2). 


Il en resulte que les formes lincaires (1.) qui correspondent aux 
differentes representations du minimum de la forme %, seront remplacdes par 
les formes 


' 


! ! 
x -+ zZ. et U; — d kml, 2,..0: j=1,2, ... i$j) 


) 
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qui caracterisent les differentes representations du minimum 2 de la forme 
quadratique ©) +2) ++, dans l’ensemble (A) de tous les systömes 
(2,2%...) des nombres entiers ,2;,... x, satisfaisant A la condition (8.). 

On en conelut que les ar&tes du domaine N seront caracterisces par 
les formes quadratiques 


(2; + nr et (WU). Gen2..nije1,2,..n;i$)) 
En vertu de (7.), on obtient les inegalites 


(9.) P®+2P®4+ P®>O et P®P—-2P®+ PR>O. 


(k=1,2,..0; dm1,2,..03 jel,2,..0 ij) 


Examinons une forme quelconque 


(10.) Fe NEE 
appartenant a la serie (6.). En vertu de (9.), on aura 
(11.) P,+2P,+P,>0 et P—-2P,+P,>0. 


>1.3,..0 Jel,2, ..n ij) 


Parmi ces conditions on trouvera { @galites qui definissent les coefficients 
de la forme (10.) & un facteur commun pres. Toutes ces Egalites seront 
de forme 

(12.) #26, Put Pu=0 ot „=rtl. 


Supposons qwil existe une combinaison des valeurs de A et Ah satis- 
faisant aux conditions 


(15.) Rt 2 Put Pa>09 et Par 2 Pi + Pad. 
En observant que le coefficient P,, n’entre pas dans les autres in- 


> 


egalites (11.), on en conelut que le coeffieient P,, reste indetermine. 

Pour que tous les coefficients de la forme (10.) soient determinds 
par les eonditions (12.), & un facteur commun pres, il est necessaire, le 
eoefficient P,, Etant ind&pendant des autres coeffieients, que tous les coefficients 
qui restent s’annulent. 

En vertu des inegalites (13.), cette supposition est impossible, done 
l’egalitö (12.) doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs des indices 
k et h. 


On obtient ” lem conditions 


— 


(14.) Pa— 2 e,, + Pa= ( ou 07 A 1. (k&=1,2,..0n; Ae1,2,..n;: k$h) 
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qui servent & determiner les eoefficients /},, en fonctions des coefficients 


(15.) u; 


nn® 


Les eoeffiecients /’,, Pa, ... 2, ne peuvent etre independants, et seront 
lies au moins par » — 1 &quations de la forme (12.). Done, au moins dans 
„— 1 cas, on aura les &quations de la forme 


(16.) MET Y SEE BURR y 


Pour abreger, appelons ces &quations doubles. 

Cela pose, supposons, en premier lieu, quwil existe au moins un 
eoeffieient parmi ceux de la serie (15.) qui n’entre pas dans les dquations 
doubles (16.). On peut supposer, pour fixer les iddes, que /,, soit un tel 
eoefficient. 

le eoefficient 77, etant independant, tous les eoefficients /,,... R 
sannuleront et, en vertu de (14.), les «oefficients 


EFT 


n—1ı,.n 


’’ 
s’annuleront aussi. 

le coefficient 7}, sert A determiner les eoeffieients P,, Pi... PA 
l’aide des &quations (14.) qui prennent la forme 


Pr“ 26, Pr=0; (k 
il sien suit que 


2P,=euP,.. RR NEHEN 


Comme, en vertu de la supposition faite, 


Frt2, Pu >00, &=2,3,..n) 
il est necessaire que 
PD, 
et on peut poser 
Puwl. 


La forme (10.) est determinde par les egalites obtenues, et on aura 


! ! 


- ' ’ ’ ' 2 wr 
(1 (.) yv (X; od) tea lat et em Ti. 
En remplacant les varıables 


! ! 
Era Lay O3 Vyy an Amel 


In 
Journal für Mathematik Bd. 153. Heft >. 
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par les variables &,....,, on remplacera la forme (17.) par la forme 
! ' ! ! ' ! f ! „' 
ve )en tete + %,). 


Supposons, en second lieu, que tous les coefficients (15.) entrent dans 
les equations doubles (16.). 

Au moins un des coefficients (15.) n’est pas nul. Supposons que 
P,#+0. D’apres Vhypothese, le coefficient 7, entre au moins dans une 
equation double 

“t2Putfu=Vd. 
Il sen suit que 
Fr=V t a +P=0, 


hı I 


done les eoeffieients 7, et P,, ont des signes opposes. Supposons, pour 
tixer les iddes, que 


(18.) Pı=-1l. 
in examinant les inegalitcs 


Pi + > P.+ Fin ge \ 0, (k=2,3....n) 
on en deduit 


el, (k=?2,3,..: 
Il en resulte que l’equation double 
“+20, + Pu=0 
devient impossible tant que A > 2 et A >2, done toutes les equations doubles 
seront de la forme 
Pıt2 Put =0. (k=2,3,...n) 
De ces @quations on tire, en vertu de (18.), 
(19.) Pelle Pi=®. (=2,3,...n) 


En substituant les valeurs obtenues des coefficients /,, 3, ... /,, dans 
11 ’ 
les equations 


Pı- 2a Pu+P, = U uü=tl, (&=2,3,...n; h=2,3,...n; kth) 
on obtient, A cause de (19.), 


> > N BE 
un U uH=E . 
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La forme (10.) aura pour expression 


+ 20,252 + .+2e,_, ER .! 
ou 
n=+l, ee e: en a, 
(r—1) (n—?2) 
On obtient de ceette maniere 2 | formes differentes. En per- 


mutant les variables et en changeant leurs signes, on diminuera notamment 
le nombre des differentes formes determinees par la formule (20.). 
37. A laide des resultats obtenus, on peut reeonnaitre aisement, si 
une forme «quadratique donnee I «,.r,.w, appartient ou non au domaine N. 
On examinera, en premier lieu, les sommes 


© ik Ar + 227? doyz + wos + Ck A x ou € jr 2 # 1, Ex + B; eo... Cu; + 1 et er | . 


ai, 2,..:0 
Toutes ces sommes doivent @tre positives on nulles. Lies inegalites 
(21.) Ay, — [a,| — la, — Iaı.al a6 l«r,;| ), 


presentent les conditions necessaires et suffisantes pour «que les inegalites 


Er Ar F Cr Ar + Cr Ur — V (k=1,? 
aient lieu. 
Examinons, en second lieu, les inegalites 


— (iu + dag + (a3 +‘.+ Ü un r 2 6 dyz + 2e,, Ay 1 2e ] 7 Ja UV 
ou 
3 = #1, 9 — nn Bar n-ı,n + l 
Ges inegalites peuvent &tre remplaeees par une seule 
— (dt, + da + A; +++ 4a. — 2la,| — 2|e,| .—Bla_,,)>®. 
On presentera cette inegalite sous la forme 
At da + +am— 2a, —2|a,;| +—2la,_,.| >2 (u, — |]. jdn!) 


En permutant les variables, on obtient » inegalites 


At lat tm — 2 la;.| - 
E Bla... „| >: 2 (a; ._ la,.| ER 





da]. 


»las|) od k=1,2,...n. 
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Nous sommes arrives au resultat suivant, On peut reconnaitre aisc- 
ment, si une forme quadratique positive donnede / appartient ou non au do- 
maine Zt. A cet effet, on transformera la forme / en une forme /' & l’aide 
de la substitution adjointe a la substitution (5.) et on examinera 2 in- 
egalites (21.) et (22.). Pour que la forme / appartienne au domaine Zt}, il faut 
et il suffit que la forme /" verifie 2» inegalites (21.) et (22.) 

35. Revenons maintenant aux formes parfaites (3.) contiguäs A la 
forme parfaite p,. Nous avons vu que ces formes seront transformees A 
l’aide de la substitution (5.) en des formes 


| r2 ‚2 r? ' ' ' N 
.) er + U, + nn 7 U, )+ 0; un (2.76, ... A=1,2,...0) 


Les formes w,, w;,... w, peuvent &tre transformees A l’aide des sub- 
stitutions appartenant au groupe g en des formes 
! ! ! ! ! ! 
1.) «3 (— «U; 550 «dl, + di; + dy + Se: + 2), 
.)*) a r? ı2 2? ı2 < N ! < ’ N < ! ' 
(23.) 2.) - uU tu +5 ++, 2 - + — 20% 4+ 20,57, 





„=tl,.. e 


l,a substitution inverse a la substitution (5.): 


! ' ! 


U, = «U; + «li, + ... -+ Us «d'y u «d; — Ur, U; _ z, 7 T, = rt 


transformera les formes (23.) en des formes 
1.) —2u a, 


2) Lay dann 7), ou d,=0oul,... d,_,„=V oul. 


On en conelut que toutes les formes parfaites contiguös A la forme 
, sont @quivalentes aux formes parfaites suivantes: 


1) p-ens, 
2.) told — ll en — > ARBFRE HR du); 


ou 


d,=0oul,... Au —Voul. 
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Recherche de la forme parfaite (094,3 
39. La forme parfaite p, possede, comme nous l’avons vu au n’ 38, 
plusieurs formes parfaites contiguös qui ne sont pas &quivalentes. 


On ne determinera dans la suite qu’une seule forme parfaite 


Y9,=4Yı 0.4.3 


contiguö a la forme parfaite ,. 
Nous avons demontre au n’ 22 que le parameötre o presente la plus 
petite valeur de la fonction 


(1.) 0 — Pp, (2, dus In ) l 


determinde A condition que 
(2.) u >O, 


lin posant 


« 


on obtient la valeur de la fonetion (1.) qui est @gale A 1, done 


(3.) << 0 u 4 
liffeetuons la transformation de la fonetion (1.) a lVaide de la sub- 
stitution 
(4.) 5 27 y tt 2%, u roter, =— L, 4 =, yırı. =ı, 


von aura 


(5.) PIE Bu 
— |, Re ! 
ol, a cause de (2.), 
(6.) x € +1, +++ A 0 
et, a cause de (4.), 
++ ++0,=0 (mod 2), 
les variables /,.%,...., etant des nombres entiers. 
Designons 


Fast: Bretten the +). 
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Ein vertu de (5.) et (6.), la valeur cherchee de o est definie par les 
eonditions que linegalite 
fü, U, —. 4.) ee 2 


est impossible, tant que les nombres entiers .,,.%, ... 7, Verifient la con- 


geruence 


(7) ++ ++a,=0 (mod 2), 


et qwil existe au moins un systeme (Z,, /;,.... /,) verifiant l’Eequation 


(S.) TE FR 
et la eongruence (7.). 
l.a forme / peut &tre determinee par V'egalite 


3 / .) 
£ Au 2, We | ee Y 
(+. / (2, er De @ + 0 a) + (3 +0 < ) -- .. (r, -r 0 a ) 


en SE WOR 
+l1+0o-— y © ya. 
Il s’en suit que la forme / sera positive, A condition «ue 
Ka ’ 
l+o— j >80, 


et la limite superieure / des valeurs de o verifie l’equation 


. I u 
TEE ee 4 RF=V0, 
done 
> 
(10.) = e ü 
\» —1 


40. Üela pose, examinons un systeme (/,, /, ... /,) de nombres entiers 
verifiant V’equation (8.) et Ja eongruence (7.). 

Je dis qu’on aura les inegalites 

le dis qu Ü 


(11.) ‚+eal<1. d=2,...n) 


_ 


En effet, si l’on suppose que 


) 


143 >, 


on determinera e,—= +1 de maniere que Vinegalite 
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/ / 
4 + 2e, + 2 en, ; + 0 > 


ait lieu, et on posera 
!=l et !=1+2e. de1.2 


La condition (7.) sera satisfaite, et on aura, en vertu de (9.), Vinegalite 


qui est contre V'hypothese. 
lin examinant les inegalites (11.) et la forme / a l’aide de la formule 
(9), on demontrera aisement que parmi les syste mes des nombres entiers 
verifiant l’equation (8.) & condition (7.) se trouve au moins un system 


CR /,) satisfaisant aux conditions 
(12.) rC; / + n/ 2 
el 
(13.) I, l; + d, [; ,=:--- —yA ou !=0 OU + 1. 


En vertu de (6.), on aura linegalitc 

il "+0+ Fr (n—2) /,I<V. 
On peut supposer que 
(14, EB, 


et il seen suit que 

\+d+(n — 2) /; UV), 
done, a cause de (13.) et (14.), il est necessaire que 
>08, 


3 


Je dis que ;,=1. Pour le demontrer, effeetuons la transformation 


de la forme quadratique positive /(«, ...7,) a lVaide de la substitution 
(15.) U, = — !, = Y, I = .l,  .=\l, 5 


on obtiendra une forme positive ternaire 
Fly) +y+n—2)?— oxrx(—c+y+n—2):). 


En vertu de la condition (7.), les nombres entiers x. y,z v£rifient la 
eongruence 
16.) 


+ y+(n—2):=0 (mod 2). 
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En designant 


u=—l, vl, w=l, 


I )) 


on aura, a cause de (12.), (13.) et (15.), 
F(u,v,w)=2, 


et la eondition (16.) sera remplie. 
L’inegalite 


F(x,y,2)<2 


est impossible tant que les nombres entiers x, y, 2 verifient la econgruence (16.). 
Kffeetuons la transformation de la forme F(x,y,2) Yaide de la 
substitution 


(#7. s=c+y+m—2)z, y el —y, z=2. 


l.’ensemble des systemes (,y,2) des nombres entiers verifiant la 
eongruence (16.) sera remplac& par l’ensemble des systemes (a, y', 2’) des 
nombres entiers arbitraires. 

Designons par F’ (a, y', 2’) la forme transformee. Soient /) et /) les 
determinants des formes F(a,y,2) et F'(a',y,z). En vertu de (17.), on 
aura 


(18.) D'=AD. 


Observons que le nombre 2 presente le minimum de la forme ob- 
tenue F' (a, y', 2’) determine dans l’ensemble de tous les systemes («, y', 2’) 
des nombres entiers, le systeme (0. 0,0) &tant exelu. 

En vertu da theoreme connu”) sur la limite du minimum d'une forme 
uadratique positive ternaire, on aura liinegalite 


Il sien suit que 
I’ >4, 


) Voyez: G@auss. Werke, t. II, p. 192, Göttingen 1363. 

Lejeune-Dirichlet. Über die Reduktion der positiven quadratischen Formen 
mit drei unbestimmten ganzen Zahlen. (te journal, t. 40, p. 209.) 

Hermite. Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. (Üe journal, t. 40, 
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et a cause de (18.), on obtient 
(19.) B> E; 


Cela pose, observons que la forme F(,y,2) a les valeurs suivantes: 
Füv,w)=2, F(1,1,09)=2, F(1,-1,)=2 +2. 


En transformant la forme (x, y,2) a Vaide de la substitntion 


Te 
(20.) „1% 
w.V,. UV 


on obtient une forme 


K,a@,y,z)=ar +ay Ha +2byY+2b 2b" af, 
ol 
(21.) Ad = 2, ad — 2: a" >) + 20 et Eu Y. 


Le produit «-«@'.«a" dans ehaque forme quadratique ternaire positive 
d,d ee 


! ! 
B jyze) 86 comme on sait. toujours superieur au determinant de la 
0,0 


forme, & moins «que les eoeffieients 5,5,5" ne s’annulent simultan@ment. 


un designant par /), le determinant de la forme F,w, y,:’), on aura, 
a cause de (21.), 


DM, <4(2 +20), 
et comme, en vertu de (20.), 
I, — 4w D. 


il vient 
«" D<2+2o. 


En vertu de (3.) et (19.), on obtient l'inegalite 


u <4, 
done 
w=l. 
4]. En revenant aux egalites (13.), on obtient 
& = — II, ,=0| et l, == = = A = 1. 
ou 


„H u () et ) =), h; # 
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lin substituant les valeurs trouvdes de /,,/,,... /, dans la fonetion (5.). 


n 


on aura 
(22.) ie “+0 +n—4 
/ ; u(—u+ö+n—2)' 
Il reste Aa determiner la plus petite valeur de cette fonetion A con- 
dition que 
(23.) ">Vd, -—u+d+n—2>V0, u=n+od (mod 2) et d=0,1,2. 


Posons 


(24, u=V/Yn—1il+e, 


\ 
ce etant un nombre reel. 
La fonetion (22.) prend la forme 


2n + 2e—2)Yr + a@a’— 2a +0d’—5 
nr +(e —2)n+(d— 2a)Yn +1 — a’ + ad — d 


la valeur cherchee de o doit verifier Vinegalite 


0 <Z R, 
done A cause de (10.), on aura 
car 2 
(25.) | —- 0 > 0, 
Vnr—1 


Apres les r&eduetions, on obtient 


2 (1 —0’+265— a”)Yn + 06’— 26 — 1— a’— 2a + 2ad 


% 


Va—1 (Yr —MY)[anYn + —-2)n+—2e)Yyn+1—a+ad— 6] 
et, A cause de (25.). il vient 
(1-+20-)Yn+9—-20-1—-@«’—-20 +20 >0, 
En observant que 
”—20—-1- 0-22 +20 0<0 tant que d=0, 1,2, 


on obtient linegalite 
1- +29 -e>Vd. 


En faisant !=0 et 2, on aura 


(26.) oe <Z1 tant que d=0O et 2. 
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En faisant d=1, on aura 


(24.) e<2 tant que d=1. 


\ 


Designons par m un nombre entier positif determine a laide 


inegralites 
(28.) Vn—-1l<m<!n. 
En posant 
(29.) n=m+p, 
on aura un nombre entier positif » verifiant les inegalites 
30.) () < p< 2m-+l1. 
Premier cas: p est un nombre impair. 
En vertu de (23.) et (29.), on aura une eongruence 


u=m’+ y +) (mod 2). 


p etant un nombre impair; on peut poser 


(31.) v=m-+0-+] 2t, 


In posant 


Ver 


| n ZZ 


on aura 


li 
—_. 


a eause de (28... En vertu de (24.), on obtient legalite 
v=m—1l+s+te, 
et a cause de (31.). il vient 
39.) E+ra=m’— m+2+21+0. 
En supposant que I=0 ou 2, on obtient 
S+te=0 (mod 2). 
En vertu de (26.) et (32.), il est necessaire que 


sta=lU, 


done 


IV 


7 m — 1 tant Me ) ) et d 
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En supposant que #=1, on obtient, A cause de (33.). 
Ste=l1 (mod 2). 


En vertu de (27.) et (32.), le nombre entier <+ « ne peut avoir que 
deux valeurs 
st 0 = + 1, 
et il en resulte que 


v=m ou m—2 tant que d =]. 


On obtient quatre valeurs de la function (22.): 


 (a—I1)+ n—4 "’+-n—5 
IT (m—1) n—m—1)' MT na—m—I1)' 
(m — 2)’ +n-—5 (m —1)’+n 
‚= „= 
vs (m — 2) (n— m +1)’ ® (m —1l)(n—m+]) 


parmi lesquelles se trouve la plus petite valeur cherchee de eo. 
En observant que 


2. 2 p—3 
HT, (m —1)(n— m—1)' 
,—0, = u. 
0; Im — I) (n— m—l)(n—m+1)' 
p +1 


0 


9 a = (m — 1) (m —2) (n— m +1)’ 


on obtient, a cause de (30.), 
91 <r<o 
et 
9 <9, tant que » >3, 


9, < 0, tant que P<Z3. 
Il n’existe qu’une seule valeur impaire de » v£erifiant les inegalites 
0 <p<-3, done on aura linegalite 
0, <p, tant que p=l1. 


Nous sommes arrives au resultat suivant. 


La plus petite valeur de g aura pour expression 


m’+n—D 


(34.) 0= 


 m(n—m—1)' 
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dl condition que n = m+p, ef le nombr. ımıparr p »erifie les inegalites 
3 < P 2m-+l. 


I 


Dans le cds N = m + 5 la plus petite warlerry de ET ra 


En (m = 1)‘ + 4 
v (m — ]) (n — m — 1) 


Second cas: p est un nombre pair. 
On aura, A cause de (23.), Vinegalite 


„= m +0J (mod 2). 
En posant 
= m + A) 4 ) 
on aura les Egalites 


u=m—l+ito et Ea=m’— m+2t+J 
En supposant que d=0 ou 2, on obtient 


+0=]1, 


Un 


et il s’en suit que 
„=m tant que d=( et 2. 


En supposant que d=1, on obtient 


S+e=0 ou ö+o=2, 
done 
v=m—1l ou o=m+1 tant que d=1. 


la plus petite valeur de o se trouve parmi les valeurs suivantes de 
la fonetion (22.): 


m’+n— 4 (m +1) +n —5 
= . nn — u 
a” (n — m — 2)  (m+1l) (n—m—2) 
’ (m—1)’-+n—5 Ra m’+ n 
. (m — 1) - — m)’ *  m(n— m)’ 


En observant que 
Zm+4—p 
m(m+ 1) (n—m— 2)’ 
4m — 2p 


01, — = < 
917 da m (n — m) (n — m — 2)’ 


020, 


2m —p 


a (m —1)(n — m)’ 
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on obtient, A cause de (30.), 


Nous sommes arrives au resultat suivant: 


La plus petite leur de 0 sexprime pur Fegalrte 


(m — 1)’ + n —5 
(m — 1) (nm m) 


0 


dl condhtion que n = m“ 4- P; el le nombre paur pP verifie les inegalrtes 


V<IPp< 2m-+1. 


42. Nous avons determine la valeur du parametre o qui definit la 


forme parfaite 9, — 0... Le determinant de cette forme /), en vertu de 
(4.) et (9.), aura pour expression 


4 +40 — (n— 1)o’ 


“)n 
dad 


(35.) D= 
l,a valeur correspondante de la fonetion Wi (a,) definie au nm’ 16 sera 


| . | 
Ma) — 2 
u kn Sry pe me Fi, 


En appliquant les tormules obtenues aux cas: 
n = 4. 9. 6, #. S, 


on obtient Ja m@me valeur de o 


N 


o=1. 


l,es formes parfaites eorrespondantes seront 


2 ) > .) f 4 5 I 
+++, +9 ut +93; D 4) I ()=2] 5° 

we u Dass a 4 Ma) 2 1, 
tt tu tt te trud, Haan I (a,) = | 4’ 


’ 


27 
'—_ 
nn ui 
Fa \ 
m 
u 
DD 
—— 
“9, 
.. 


IN 
-. * 


» Mla,)=2. 











Voronot. Sur quelques propructes des formes quadratipues positiv: S parfaıtes. 171 


On rencontre toutes ces formes parfaites dans le M&emoire de M.M. 
Korkine et Zolotarell; Sur les formes quadratiques.”) 
Les formules obtenues donnent un moyen pour la recherche des 
ditferentes formes parfaites qui verifient Vinegalite 
M (a,)>2. 
In faisant, par exemple, » =12, on aura 


n=5 et py= 5. 


En vertu de (34.), on obtient 


0) 
em 4° 
done, a cause de (39.), 
1) 15 l | 
16 2° 
et il sen suit que 
1/16 


Mr, „6 —»y 
N (a) a Yı3- u 


Toutes les formes extrömes &tudieces par M. M, Aorkine et Zolotareff 
ne donnaient pas A la fonetion Wit («,) des valeurs qui surpassent 2. 


Nur les jormes parfaıtes quaternaures el sy les domaıines gut 7 I" Ccorr« spondent. 


43. Nous avons vu au n’ 29 quä la forme parfaite prinecipale 
(uaternaire 


) ) 5) ) a ; e) 
gu ta ty +y + ts + Hy ++ + 2%, DD = = 


correspond le domaine /? compose des formes 


) 2 w. ‚2 . ne . NZ > . 
ut HEtE te (U) +) 
+ ds (X o, 2) + Oo (+2 — 2,) + Bu (2 ze“ 2)". 
Toutes les formes parfaites contiguös a la forme prineipale sont 


equivalentes A la forme 


> 


= 2 + 2% + x + + rd + L;ıl, + Ly.dlz + Id, + dz3.d,, I) 


*) Mathematische Annalen, t. VI, p. 367. 
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Le domaine correspondant /t, est compos‘ des formes 


HR ++ U + RB; (4-2) + (2 — ) +0; (4 — 23) + O8 (1, — x,) 
+0 (X u 2) +0 2 +%-— 4) + 91 (dt +42 — u) + 0:2 (X, +-,— 2). 


lüxaminons les formes parfaites contiguäs & la forme parfaite y.. 
Nous avons demontre au n’ 38 que toutes ces formes sont &quivalentes 
aux formes 
l.) p —04:5, 
2.) 9 te (ad), 0 d=0 ul. 


Kxaminons trois formes parfaites 


1.) 9 +0%%, 2) M-0%, 3) pP FO (mn uU). 


1.) En faisant o=1 dans la forme y, + 0.,, on obtient la forme 
parfaite prineipale . 

2.) Observons que la forme y, — oe. est &quivalente A la forme 
p, + 0. I. 

En effet, la substitution 


[3 ' 


* . D . » un F . f ! 
4, = —md, mül);, 43 = .lyy vun +% 


ne change pas la forme y, et transforme la forme ., ., en la forme 
—_— u. 

3.) En faisant o=1 dans la forme y, + eo (ir, 2% — .r, ,), on obtient 
la forme 


En + % + 7 + . +4 FU ya tu u +54, + 127, 


qui est evidemment equivalente & la forme parfaite \. 

On en eonelut que toutes les formes parfaites contigues A la forme 
parfaite , sont equivalentes aux formes p et Y.. 

Il s’ien suit que l’ensemble de toutes les formes parfaites quaternaires 
peut etre partage en deux classes representees par les formes parfaites 
yely.. 

l,’ensemble (/) des domaines correspondant aux differentes formes par- 
faites (juaternaires est compose de deux classes, aussi, representees par les 


domaines /t et R.. 








Voronot, sur quelques proprwtes des formes quadratiques positiv. 5 parfattes. 
Sur les formes parfaites d cıng vartables et sur les domaines 
gut leur correspondent. 
? . f . Ri» x . . 
44. Nous avons determine deux formes parfaites A eing variables 


5 


= En - E + +++ % +07, + RE A Meet ER D- = 
petit tltnotnnte tn, De), 
l,es domaines correspondants /t et /}, seront eomposes des tormes 


> 


KR) 91. + 92 


tw iv 


a 


2 IN? ; 2 | / 
+7 tr6%+ ACH 6) Tr (X 5) tr tQ05k 
R,) u to ++ 0,2240; u) +++ u + u —r, 

Examinons les formes parfaites contiguös A la forme parfaite y.. 
Nous avons demontre au n’ 38 que toutes ces formes sont equivalentes aux 
formes 
1.) Y4ı wo. O., 3 
[3 2.) fı == 0 € dl, —— () rl — Jr, !.— () 2 * 
OU 
=0 ou 1. =0 ou 1, 0 ou ll. 


Dans le second cas on obtient 5 formes parfaites. En permutant les 
variables .,. 0,,, on remplacera les formes (1.) par 4 formes; done toutes 
les formes parfaites contiguös aA la forme parfaite 9, sont equivalentes 


aux D formes suivantes: 


1.) 1 t0u4 2) HM-0udn 3) ı tel a — 1), 
4.) 9 +0 (ua — 1, —144,) 9) pt u 51,5) 


1.) En faisant o=1 dans la forme parfaite y,-+ 0.0.0, on obtient 
la forme parfaite Y. 
2.) Nous avons vu au n’42 que la forme parfaite 9, —oı, est 


determinee par la valeur o=1 du parametre 9 dans le cas »=5. On 
obtient la forme 


. ' 2 Ei = ‚2 ‚<s \ : i s i 
(2.) rt rtttte ta, 


qui sera transformee A laide de la substitution 
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N N N N ' ' ' 
4=—.Jdy ls — U; —.ly, I=.ül;, 4=4y4 1, «U, —.ly, + 17, 


en une forme parfaite .. 


3.) Dans la forme p,+o(u.3— 2,.;,), on posera o=1 et on obtiendra 
la torme 


tat t + 


qui est evidemment equivalente a la forme Y.. 


4.) Dans la forme 9,+0 (2 U ), on posera o=1 et on 
obtiendra la forme 


trat + tun ts ++ 
ui est evidemment &quivalente & la forme parfaite (2.). 
5.) Il ne reste qu’ A determiner la forme parfaite: 
(3.) p tet 3-4, — 1485) 


En effeetuant la transformation A lYaide de la substitution 


de la forme 
29 +20 (u a ld y4, — AyR5) 


7/9 


on obtient la forme 


! 2 ’ 2 ’ 2 r? ! 2 0 - ! 2 2 ı 2 ’ 2 > 
tr re tt + 


(AN 
7 BR r ' ' ' ' h ' wo ' > 
ae. - 2,2, -2,, -— 2,4, —- 2,0, — 20,4]. 
En vertu de (4.) les variables entieres ...23,.,,7,.25, verifient la eon- 
gruence 
(6.) ++ +%+%==0 (mod 2). 


En appliquant a la forme (d.) la methode exposce au n’2, on deter- 


. . . „.“ « » x . 
minera la valeur de la limite superieure ?>>0 des valeurs 5 A l’aide des 
equations 


Il en resulte que 


et on obtient deux equations 
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ss 1- M=0 et 51—2R)=0, 


done 


En posant 
(T.) 2 == 0, ei = l, x, == R LA zu 1, z, zu L. 


on satisfera a la condition (6.) et on aura la valeur 4— 40 de la forme (D.). 


En faisant 
4—40=2., 
on obtient 


} N} > ] > ) > ) 
{ Laer ı ? 23 r- 1- . ” ' 
(8.) dı r+ + Pr + 5 7 4 | Pi + 43 rl + , 4 dr 


aura une valeur 2 correspondant au systeme (7.). 
En vertu de ce qui a ete dit au n’ 23, la plus petite valeur de la 
forme (8.) eorrespondra A un systeme (/,,/, + /,) verifiant Vinegalite 
Rt i 1 
| OU N=, 


R—; 


B+B+BA+B+E< 2 


On obtient Vinegalite 


BrBsBinru<i 


x 


Il est aisc ä demontrer que le systeme (7.) est le seul verifiant cette 
inegalite A condition (6.), les systemes qui verifient Vinegalite 


3 


. s : ? 5 ' ! ! ! ! ! 
a 4 + X + 2, 2: 1, + Re — 2 lg 2 Ar 2 Ya 2,0. — 2 U. 
Ir... —-2u.u>0 


2 1 
etant exelus. En faisant o—=,; dans la forme (3.). on obtient la forme 
parfaite 
2 2 ‚2 | Tr ‚ —— | . l » \ } 1 l 
9% = + ++ +%+ 9.12 Fuyte tu +53. + 5415 4 5114055 


D=(5) u 
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l,e domaine correspondant Zt, est composd des formes 


? 2 2 R- " ‘2 
tet +95 t+ ld —2,) u (% — %) 
+9. Uta -%— + on + — z) tt. u — 5) 


+ 0 (— ht tt H+ 4;) 


l,e nombre des param£tres ,,03,''0,, €tant «gal au nombre des 


mensions du domaine Zt, on determinera sans peine 15 inegalites qui de- 


finissent le domaine AR, 


45. Nous avons demontre que toutes les formes parfaites contiguös A la 


forme parfaite ,, sont @quivalentes aux formes parfaites p, y, et g.. 


Uherchons les formes parfaites contiguös A la forme parfaite %.. 


A cet effet observons, en premier lieu, que la forme parfaite , est 


contiguö a la forme parfaite ,, puis observons que toutes les formes par- 


faites contiguös A la forme Y, sont &quivalentes. 


Pour le demontrer, examinons toutes les faces A 14 dimensions du 


domaine AR. 


l‚e domaine /t, est caracterise par 15 formes quadratiques 


’) 


a (Ha, (va, (a, (a), 


(13—.1,) , 


0\ ‚\2 2 Er | | | 
0 a2), tg), ta), tms 





(- dl t dt d +3). 


Chaque face & 14 dimensions du domaine Zi, en possede 14, et la 


forme qui reste peut &tre appelde forme opposee A la face. 


On en conelut que chaque face est bien determinde par | 


opposce. 


Pour que les formes parfaites contiguös A la forme parfaite , soient 


equivalentes, il faut et il suffit que toutes les faces du domaine Zt, puissent 


ötre transformees une en llautre A l’aide de substitutions qui ne changent 


pas le domaine Z, ou, ee qui revient au m&me, que les formes (9.) puissent 


ötre transformees deux A deux & l’aide de substitutions qui ne changent 


pas le domaine A}. 


Il serait aise & e&erire toutes ces substitutions, mais on procedera 


d’une autre maniere, plus expeditive. 


Observons que la face / appartenant aux domaines ZA, et Ai, est 
;aracterisee par toutes les formes (9.), la forme (— 1, — 23443 +.4,+3,) etant 
exelue. 
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A lV’aide de la substitution adjointe A la substitution (4.), on rempla- 
vera les formes (9.) par les formes suivantes: 


1 j ! > ' IN? 
+2), (+3), 


(3 ) 
a 5 
(& +43)", (1; 2; 4), (3+2%)) (4 + u); +3 +%+33 


En changeant le signe de ., et en permutant les variables ,, «', 


x, 7, on transformera en soi-m&me les formes (10.), et la forme (,+23+ 2, +.) 
ne sera pas changee. 

A chaque substitution pareille correspond une substitution qui trans- 
forme en soi-m&me le domaine /}, et la face /’ du domaine /},, et ne change 
pas la forme (1, — 2,4434 443). 

En changeant le signe de .«, et en permutant «;,, 47, .,,.;, on trans- 
formera la forme («+ .5)’ en des formes 


! 


4 
t+% 


a, ra, ra, 
et on transformera la forme (a,+.2,)' en des formes 
+), Bra), ar), (Br), Br), (rt). 
Done, les formes 
(11) ta, (Ar, rt) 


restent seules & examiner. 
En revenant aux formes (9,), on obtient les formes correspondant 
aux formes (11.) 
(12.) 5, 2% u -: +, +2, +%). 


Il est d@emontre que toutes les formes (9.) peuvent &tre transformees 
en des formes (12.) A l’aide de substitutions qui ne changent pas le domaine Ä},. 
A Yaide des substitutions 


2 ! „' BE u ! R „ ! 4; 1 
l, =. U, U, l,;, Jd,= U,, l, = + Lo la Ur, l vi} U 
et 
Z ! J ! „' ! a ' 
vl, be tr ty t%, =, Ya, ST, 


on transformera le domaine A, en soi-m@me, et la forme x, sera transformee 
en des formes 3 et —U -% + +2, +%)". 
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Nous avons demontre que toutes les faces du domaine /, sont equi- 
valentes. Il en resulte, comme nous l’avons vu, que toutes les formes 
parfaites contiguös A la forme parfaite y, sont @quivalentes a la forme par- 





faite .. 
On en eonelut que toutes les formes parfaites a eing variables com- 
posent trois elasses differentes representees par les formes parfaites p, yı et @.. 
L’ensemble de domaines (/}) peut &tre partage en trois classes, aussi, 


representees par les domaines Zt, I, et Ä.. 


Fin du premier Memoire. 











"ber die HKlimination von Variabeln zwischen den 
JLaagrangeschen Gleichungen der Dynamik. 


Von Herrn Zero Koenigsberger in Heidelberg. 


Die Frage, mit welcher sich die vorliegende Untersuchung beschäf- 
tigt, kann im wesentlichen dadurch charakterisiert werden, daß die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt werden sollen, unter 
denen die auf algebraischem Wege mittels Differentiation oder dureh un- 
mittelbar ersichtliche Integrationen ausgeführte Elimination gewisser Para- 
meter aus Lagrangeschen Gleichungen, welche einem allgemeinen kinetischen 
Potentiale erster Ordnung oder speziell einem solchen wägbarer Massen zu- 
sehören, wiederum auf Lagrangesche Gleichungen führt, die einem kineti- 
schen Potentiale erster oder höherer Ordnung entsprechen, also einem 
Probleme mit weniger Parametern angehören, welche entweder wieder mecha- 
nischen Kräften oder Kräften höherer Ordnung unterworfen sind. 

Bevor ich nun dieses allgemeine und, wie ich glaube, für die An- 
wendungen nicht ganz uninteressante Problem angreife, muß ich zu den 
bekannten Eigenschaften kinetischer Potentiale beliebiger Ordnung noch 
einige Bemerkungen und Ergänzungen hinzufügen. 

sl. 

Nehmen wir an, daß die Bewegung eines Systems von » Punkten 

mit den Koordinaten x, %y, 2; durch eine Gleichung von der Form 


Zi OH, EN, or Hgg Hl don 
ww ( Oo dt o.' + ” 1) de 0x) A, BR ( oy; "dt: y 
de OH r ol doH 
er En a .)0 ( > ke she 
+( 1) ir 810 };). Y;+ d2. + dt öz' 


a; 
( „+ı ° 7.) > () 
+ 1) die dz) Z 











180 Koenigsberger, über die Lagrangeschen Gleichungen der Dynamik. 


beschrieben werde”), worin £ die Zeit, X, Y, Z; Funktionen von t, den Ko- 
ordinaten und deren Ableitungen bedeuten, welche die nach den Koordinaten- 
achsen wirkenden Komponenten der äußeren, dem Gesetze von der Summa- 
tion der Arbeit unterworfenen Kräfte darstellen, und di, dy,dz, alle mit den, 
den Koordinaten auferlegten Beschränkungen verträglichen, virtuellen Ver- 
rickungen bezeichnen, so wird //, welches eine beliebig gegebene Funktion 
von t, den Koordinaten und deren Ableitungen bis zur v-ten Ordnung hin sein 
soll, das kinetische Potential »-ter Ordnung genannt. 

Wird als Maß einer jeden nach einer Graden /, wirkenden Kraft für 
die Strecken / auf dieser Linie der Ausdruck 


B > „»+idr AT 
’ ' FRE U 1) ro 
l Z ol 4 ( 4 dw ol) 


zugrunde gelegt, worin Z im allgemeinen eine beliebige Funktion von 
(,/,7,.../” sein kann, welche, wenn nur Kräfte in Betracht kommen, für 
welche der Satz von der Summation der Arbeit Gültigkeit hat, eine homo- 
gene Funktion 2. Grades von /,/,.../®’ sein muß, wird ferner angenommen, 
daß die inneren Kräfte des Systems eine Kräftefunktion U im erweiterten 
Sinne besitzen, oder daß die auf den Punkt «,y,2, wirkenden Kraftkompo- 
nenten derselben durch die Ausdrücke 
oU  doU jy+! de OU oU_ doU 
4 en der oa)’ Ay ' dt Oy, 


Ow; dto«; 
OU daU ‚id OU 


oz; ' dt öz! a di’ 02) 


de oU 
+ (- irrt [ 


dr oyv )' 


dargestellt werden, dann wird 
H=-T- U 


sein, und 7 als Analogon zur lebendigen Kraft in der Mechanik wägbarer 
Massen die aktuelle, —U die potentielle Energie darstellen, wobei im allge- 
meinen jedoch eine Trennung dieser beiden Energieen nicht vorausgesetzt zu 
werden braucht. 

Sind die 3» Koordinaten durch die 4 Bedingungsgleichungen 


fi (t, Us Yıs z;) - v, f: (t, Un Yu 2;) . 0, ue fi (t, 7 Yır 2,) wor 0 


*) s. meine Note „Uber die Grundlagen der Mechanik“ in den Sitzungsberichten 


der Berliner Akademie 1906. 





DB 
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mit einander verbunden, vermöge deren sich die 3” Koordinaten dureh 
3n -A—= u von einander unabhängige Parameter in der Form ergeben mügen 


= pP Pr Puh HTWebPn Pa Pu) 7b Par Pu) 


so wird man zur 'Transformation der Bewegungsgleichungen in die Variabeln 
Pr Pr" Pu des folgenden wegen am zweekmäbßigsten dieselben in die Form 


setzen 


h 
d / Hat [EX Va,+ Ydy+ZIz)dt, 
wobei angenommen wird, daß die Variationen der Koordinaten und deren 
Ableitungen bis zur (r — 1)-ten Ordnung hin an den Grenzen 4, und /, ver- 
schwinden. 
Werden nun die durch Substitution der Parameter sich ergebenden 
Ausdrücke dureh Klammern unterschieden, und 
> 


.. r OL; . I; r e ' 
Ber eri-p FR EAR 
ar ale ET 


gesetzt, so folgt 


< / (Mat = [EP odyp,dı, 


und hieraus in bekannter Weise die « erweiterten Lagrangesehen Ditteren- 
tialgleicehungen 


(0 1) d (ON) \ d’ ( (II 
> . ... +( 1)’ Bi —/.. (‚=l1,2,.. 2) 


OPs dt op! dr op, 


Dieselben können nur dann dureh das erweiterte Aarmniltonsche Prinzip 
ersetzt werden, wenn die längs der »-Koordinaten genommenen äußeren 
Kräfte PP ein kinetisehes Potential (4 besitzen, also 


00, doW de 00 


+ 1)* ' - („=1,2,... 4) 


P= 
dl te { p (o 


$ 


Op; k Ar op: 


ist, wonach dann die obige Gleichung die Form 


s /(am-o)ar v 
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annehmen wird, und dies würde in dem besonders wichtigen Falle eintreten. 
wenn die /, Konstanten oder reine Funktionen von / wären, also die Variations- 
sleichun 





10 
(am + 53 P,p.)di=0 


lautete, oder auch ohne weitere Bedingung, wenn s=1 und /’ eine beliebige 


Funktion von ?/ und » ist, indem dann die Bewegungsgleichung durch 


3 /(am +- f Pdp)dt 0 


ersetzt werden kann. 
Ist nun // ein kinetisches Potential erster Ordnung, so lauten die 
Lugrangeschen Gleichungen 


(1,) ( I d oH 
( e PR 


.) 


‘ ” Pan =/' =) ,2,4 0 
Op; di Op, e? 


worin von nun an // ohne Klammern als Funktion von #, Dir cr» Pas Pic. 
aufgefaßt wird und in der Mechanik wägbarer Massen durch Transformation 


des Ausdruckes 
H=--T-U 
entstanden ist, wenn 


T=5 2 ma’ +y? +22) 


==} 


die lebendige Kraft des Systems, und U die nur von / und den Koordinaten 
abhängige Kräftefunktion der inneren Kräfte bedeutet; die äußeren Kräfte /’ 
sollen nur von ? und den Parametern, nicht von deren Ableitungen abhängen. 

In der Mechanik wägbarer Massen wird, wie aus den oben bezeich- 
neten Substitutionsgleichungen und deren nach ?/ genommenen Difterential- 
(uotienten 


: 0% 09; , ‚, Ow , K,0w » "0%; 


u O4; 
ä + 3 -——D»,. Y: - 5 - ). 2. — Ze 
ot = öp,l : J: ot öp,t ki ot +2 Op; 


pP 


hervorgeht, // eine Funktion 2. Grades der Ableitungen der Parameter von 
der Form sein 








Koen IE hi „”uer. lu P dr: lL.agrangeschen (Il: chung N di ws Dynamı ıl, . 


we M u 
IN AR ra ! ! f - \ ! UL / 
2.) II=> B 8 (t, Pıy + Pı)PaP; + = 0, 2; + Pu)Pat W Er Day ana Pu) 
am=ı S=1 7 
worm 
l 2 IQ; og ( niov, Oo 0%: \ 
WWa=—- 2 Mi - r- W);,;, 
up Ale , oo». OO» OO» OO» ' 02.0» J - 
- ji] / 7 / Pe, / 7 / 7 / a / 7 
n O9; 0gy; , OwoOw , O0 0% 
ww ——Nm,\. - a + - : 
1 OPa ot OPu at OP ot. 
l ( fi 4 f UF \ ) > y. ” i ' 
0=— 2m, ( ; / E ( z ) + f = — [ (t. YWuf: 
2 i-1 \ IE 4 ot \ ct / zig 
P4 


ist, während, wenn die Substitutionsgleichungen / nicht explizite enthalten, 
das kinetische Potential // von U abgesehen eine homogene Funktion 
2. Grades in den Ableitungen der Parameter ist, indem die », und der erste 
Teil von » verschwinden. Umgekehrt wird jedes Lagrangesehe Difterential- 
sleichungssystem, für welches das kinetische Potential // die Form (2.) hat. 
auch stets ein Bewegungsproblem in der Mechanik wägbarer Massen def 
nieren, wenn man nur, wie leieht zu sehen, die Anzahl » der Punkte der 
edingung unterwirft, dab 


ist. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß, wenn die Zeit / weder in den Be- 
dingungsgleiehungen noch in der Kräftefunktion und den Ausdrücken für 
die äußeren Kräfte explizite vorkommt, auch die Lagrangesehen Gleiehungen 
dieselbe nicht explizite enthalten werden, doch kann letzteres auch ein- 
treten, ohne dal jene Voraussetzungen erfüllt sind. Die Unabhängigkeit der 


Gleichungen (1.) von / erfordert nämlich nur die Identität der Gleichung 


Oo? d o°:1l ( PP. 


(3.) + } = \ nt “ 
op, ot dt cn, ot ot 
i i 


und somit zunächst wegen 
o°’H 
( PsoPp. ot 
tiir das kinetische Potential nach (2.) die Form 


H= P: = A (Pıy**- Pu) Pa P’s3 + >@_ (1, pP; ... Pa) pP - (!) (? Pıs P) 
4= 15 1 


it 


welche in (3.) eingesetzt die Funktionen ®, und & den Bedingungen unter- 
wirft, daß 





24 
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00, 90, ow, 
-. we -——-- —uP 


op; OPo Op, ol; 


00, 





die Variable / nieht explizite enthalten dürfen, woraus sich unmittelbar die 
in den Funktionen ,, vw, 7; ausdrückbaren Bedingungen ergeben. 
$ 2. 

Seien nun « in den zweiten Ableitungen der Parameter pP, +..P, 
lineare Differentialgleichungen gegeben, so wäre zunächst die Frage zu be- 
antworten, welches die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür 
sind, daß diese sich in die durch (1.) bestimmte Form der ZLagrangeschen 
Gleichungen setzen lassen, deren rechte Seiten wir gleich Null annehmen 
dürfen, da, wie oben bemerkt, unter der Annahme, daß die äußeren 
Kräfte Konstanten oder reine Funktionen von / sind, das kinetische Poten- 
tial erster Ordnung // nur dureh 7/ RE P,p, ersetzt zu werden braucht. 


sl 
Diese Bedingungen werden aber dureh die bekannten Existenzbedingungen 
eines kinetischen Potentials erster Ordnung charakterisiert, welche aussagen. 
dab, wenn 


(4,) N, = Ö, N, - Ö, eu. N —— 


\ u 
die Form der linken Seiten von (1.) haben sollen, die Gleichungen 


._ o0N, doN,., @8N,_ ON 98N, „deaN,_ ON, 


(D — “ - E 

e } en : P - P 4 , pr r -— ’ 2) 

x OpP% di Opi dt opi OP. Op; lt Op} Op 
Ö N, ON; 
ER ; Miu vor 7 (,4=1,?2,... u) 
( P4 ( l’x 


identisch erfüllt sein müssen. Wird diesen Bedingungen jedoch nicht genügt, 
so bleibt noch übrig zu entscheiden, ob die in p,,7%.p, linearen Gleichun- 
gen (4) nicht etwa einem solchen Zagrangeschen Differentialgleichungs- 
systeme äquivalent sein können, oder ob « von f,P13+.+ Pas Pi, abhängige 
Multiplikatoren »n,; existieren, für welche die Ausdrücke 


M,.=m., N + m. +" +m, „N, [r=1,2,...u) 


jenen Existenzbedingungen genügen oder die Form der linken Seiten der 


Gleichungen (1.) besitzen, wenn die Determinante der m,; von Null ver- 


0,7 


schieden vorausgesetzt wird. 
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Um zunächst diese Untersuchung für einen Parameter durchzu- 
führen, würde man für eine Differentialgleichung 


» ’/ ! Z ’ f AN 

(6.) pp )p +hlhp,p)=0 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß dieselbe die Gestalt 
einer Lagrangeschen Gleichung hat, aus (D.) in der Form erhalten 

( fi z of of f 

(4) Op u: 1 per 
so daß, wenn diese identische Gleichung nicht befriedigt ist, die Frage entsteht, 
ob ein Multiplikator m der Gleichung (6.) als Funktion von /, p,p existiert, 
welcher die Lagrangesche Form in (6.) herstellt oder der Identität 


olmfı ) u. f (mf) a (mf 
1 
2 l 


, , J 
oy oT { J [ 


(Genüge leistet, und es ergibt sich somit, daß jede Lösung der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung 
w ‚om om ‚om of of oO ' 
(8.) fi ni +Pp ) -m( { A e pP) 


op ot Op \op ot CO» 


’ 


mit der abhängigen Variabeln »n und den drei unabhängigen Variabeln /, p, p 
als Multiplikator der Gleichung (6.) derselben die Lagrangesche Form er- 
teilen wird, was sich aus der gewöhnlichen Multiplikatortheorie für die 
Zurückführung eines Ausdruckes auf eine vollständige Variation ebenso 
einfach ergibt 

So wird z. B. die Differentialgleichung 


fr ' l 2 ty; | BD ’ 
(21p -+ 3! )p + >(7 +!p _ p)= (), 
welche der Gleichung (7.) nicht Genüge leistet, durch das partikuläre Integral 
m= p” + typ —) 


der zugehörigen partiellen Differentialgleichung (8.) als Multiplikator in 


(p" +1p' -p)(2ty + „e)p” + ,(p° +tp' —p ) —(. 
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übergehen und sieh in die Form 


SH don 
op lt op! 


UV 





setzen lassen für das kinetische Potential erster Ordnung 


l = > 
H = 07 4 >4 


oo E42; ; > Misae- ii a hard 
ep +; zit 2tp )p®— ,Upp +,1pP- 


Da aber durch Multiplikation von (6.) mit » dieser Gleichung im 
allgemeinen neue Integrale zugeführt werden, so sollen, um eine der früheren 
äquivalente Gleichung zu erhalten, nur solche Multiplikatoren in Frage 
kommen, für welehe die Differentialgleichung 


(9.) m (L,P, pP) —() 


nur Integrale besitzt, welehe schon der Gleichung (6.) selbst angehören. 
Da aber m für jeden Zusammenhang von /,p,p' der partiellen Ditferential- 
sleichung (8.) identisch genügt, so wird jedes Integral von (9.) auch die 
(rleiehung 


‚om rom ‚om 
ha, KM +P75,)=0 


Op Op 


befriedigen, und daher auch, da aus (9.) 


„om om , ‚om ' 
pP a rue de un 


op OT ( p 


folgt, der Gleiehung 


OM ‚rn 


(pP + m)=V 


op' 
(senüge leisten, und somit nur dann nicht ein Integral von (6.) zu sein 


| m om . i 
brauchen, wenn das Integral von (7.) auch „ , zu Null macht, oder im 
Op 


allgemeinen ein singuläres Integral von (6.) ist — es werden daher nur 
solehe Multiplikatoren der Differentialgleichung (6.) eine der früheren äqui- 
valente Form geben, welche gleich Null gesetzt eine gewöhnliche Ditte- 
ventialgleichung erster Ordnung definieren, welehe kein singuläres Integral 


besitzt. 
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In dem obigen Beispiel würde die Differentialgleichung 
n=p +tpy—p=V 

' h 2. 
besitzen, welches der vorgelegten Differential- 
sleichung nicht genügt, und somit die erhaltene ZLagrangesehe Gleichung 


das singuläre Integral » = 


dieser nieht äquivalent sein. 


Da nun aber umgekehrt, wenn sich aus den beiden Gleichungen 


(10.) m(t,p,q)=U wi, Ze 
4 
» und qg als Funktionen von / bestimmen lassen, dieselben Funktionen der 
Gleichung (8.) zufolge auch 
((d,p, DIE - +9 = „> oder im allgemeinen auch — +4 - - 0 
nach sich ziehen, und somit, wie aus Vergleichung dieser Beziehung mit 
der nach / differentiierten Gleichung m (f, p, g)=d folgt, sich y=yp ergibt, so 
wird der gleich Null gesetzte Multiplikator im allgemeinen stets ein singuläres 
Integral besitzen, wenn es nicht ein partikuläres ist, und daher die so ent- 
standene ZLagrangesche Gleichung im allgemeinen nur dann der gegebenen 
Differentialgleichung äquivalent sein, wenn sich aus den Gleichungen (10. 
» und q nicht als Funktionen von / darstellen lassen. 
So wird die Differentialgleichung 


p +p = VD, 
welche selbst nicht die ZLagrangesche Form besitzt, durch den Multiplikator 


m—=pe+(p+p)e, 


welcher ein Integral der zugehörigen partiellen Diftferentialgleichung 


ist, die Lagrangesehe Form für das kinetische Potential 


Kiiiert aneie vieczle 
H=..(€ +e)p rpp € 


annehmen, und diese der gegebenen Differentialgleichung äquivalent sein, 
weil m=0 kein singuläres Integral besitzt; in der Tat wird die letztere 
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Gleichung nach ? differentiiert für alle ihre Integrale die Beziehung 


+1" + p)=0 


gegebenen Differentialgleichung nicht 


liefern, und also neue Integrale der g 


zuführen. 
Um die eben behandelte Frage des folgenden wegen speziell für 
ein kinetisches Potential wägbarer Massen, welches bekanntlich die Form hat 


11.) H=w,(t,p)p”+w,(t,p)p' + w(t,p) 


zu erörtern, und also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür 
zu finden, daß 


Eu OH d oH Oo 5 0OW% ,„, oW 
> ae — )T— - DD — 
/p “PR + dt« p' / / 


d 
a, \ 
op op op op dt (Ze, +.) 


wird, so ist zunächst ersichtlich, daß sich als notwendig zu erfüllende 
identische Beziehungen 

i of Bf. lt 

(12. NT N 

\ ) op n op / ar 


ergeben. Daß diese Bedingungen aber auch die hinreichenden sind, folgt 
daraus, daß, wenn man der ersten Gleichung (12.) gemäß 


f=2w,(t,p) 
setzt. die zweite derselben 
WW; 


> N . ‚0W 
fh = 3 p’ +2» Er +2(1,p) 


ergibt, und daher nur 2, o@ und &, der Beziehung zu unterwerfen sind 
WW, 00 
ot ( p 
damit (11.) das kinetische Potential liefert. 
Hat nun die vorgelegte Differentialgleichung nicht die Lagrangesche 
Form. und soll sie wieder durch einen Multiplikator ın (t,p,p') in eine solche 
gesetzt werden können, so verlangen die Gleichungen (12.), daß 


* o(mf : )(t,p 
(13.) 7 '=0 oder m(Lp =; Zen >> 
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und 


af 
a, UF) „OR, OR 


Brunn -D z oder 
Op op ot 


2, (4, p)p” 4+- 2, (1,p) p +0 (#,p) 


ist, worin die Funktionen 2,, (2,4 von ? und p den Bedingungen unterliegen 


- 


3b oJ 
5 22. S2,i= — 
(15.) 2.8, 32° = 


und damit A bestimmbar ist, 


oßs u ( 2, 
op 2 ot 


(16.) 


sein muB. Ks wird somit jede in p" lineare Differentiulgleichung (6.), in welcher 
fi eine quadratische Funktion von p' ıst, deren Koeffizienten der Beziehung (16.) 
unterlegen, und nur eme solche durch Multiplikation mit einem Faktor m der 
angegebenen Form (13.) ın die Lagrangesche Form für em kinetisches Po- 
tenttal wägbarer Massen transformiert werden. 


Soll nun die so entstehende Differentialgleichung 


N u. N - Zi r) ! 
Ur +)=ılp + pP + p+2)=0 


der gegebenen 
fY+h=fe +ap rap + d=0 


äquivalent sein, so werden wieder A und / für dieselben Funktionen p von { 
Null oder unendlich sein, oder nach (15.) die Lösungen von f=0 oder 


f=® das Integral / (2,dp unendlich groß machen müssen, 


Während z. B. die Differentialgleichung 
p" +ap=V 


schon an sich die Lagrangesche Form für das kinetische Potential 


besitzt, wird die Gleichung 
p’+ap-+bp=0, 


Journal für Mathematik Pd. 133. Heft 3. 
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in welcher a und 5 Konstanten bedeuten, und welche selbst nicht die 
Lagrangesche Form hat, nach (15.) für den Multiplikator den Wert e” er- 
geben, und in der 'T’at hat die Gleichung 


e (p+ap +bp)=0, 


welche neue Integrale nicht liefert, die gesuchte Form für das kinetische 
Potential wägbarer Massen 


2 { ’ 
H=3e pP” + -et pp". 


d 
Ebenso wird die Differentialgleichung 


pP 7 2 l 2 
VE +(pt+1b)p+p 0 =W, 


für welche ! wieder eine quadratische Funktion von p' ist, mit dem aus 


/ 
den Gleichungen (13.) und (15.) hergeleiteten Multiplikator 


1 3 +4 14 
4 \.3F+4r+2p+tp 
Mm ; (pp+1be 


versehen die Zagrangesche Form für das kinetische Potential 


1 


H=- e"ts"+?p+tr + p fei“+ \P+2p+tp? (» ni i 4 —) dt 
2 ” pP’ /’ 


annehmem. 

Wesentlich andere Resultate werden sich für die analoge Unter- 
suchung der von kinetischen Potentialen wägbarer Massen beschriebenen 
Bewegungen ergeben, wenn das Problem mehr als einen Parameter ein- 
schließt, und es wird sich unmittelbar zeigen, daß es genügt, nur den Fall 
von zwei Parametern in Betracht zu ziehen. 

Sollen zwei in p, und », lineare Differentialgleichungen 


17 N = /ılh Pr Par Ps P2) pP + fı2 (&, Pı, Pa Pi P2) Pr +, (bp Pa» Pi P2) d, 
.) 4 ’ ' ' „ _ t ' 2 Y ' ' 

N fa (Pr Pr Pu Po) Pı + fa (ls Pi Pr Pu P2) Pr + Frl Pr Pa Pu Pr) =0 
die Lagrangesche Form 


oH d oH %„ oH d oH_p 
opı dt Opı FR a Opa dt 09 u 
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fir ein kinetisches Potential w äcbarer Massen 


(18) H=w,(t,p1P:) Pr +20 (t, pi Pa) pipe + wa (t, Pi Pa) Pr 
+9, (6, PP) Ppı + @: (u, Pu Po) pP} + @ (LP Pa) 


besitzen, worin / und 7, Funktionen von /, p,, p, sein sollen, so ergeben 
sieh unmittelbar durch Vergleichung für die Koeffizienten von N, und N, die 
notwendigen Bedingungen 


By Ba an en Bid. ano Pen 


Opı 0p3 opı ap Op op: I Op: ‚fi = fa; 


»_10fı », fu 1 of | _Ofı ‚ Of 
ea Pi +5, Pi P» +(- 2a" Opa )Pr 4 sp 3,7 


n 70), ( m, e c Oo (v) Do 
(— +: + 3)” 52 wi —_ P,. 
opı Op: ot ’ 


20. 7 
( \ „ / | 1 of >) ja‘ f29 n +2 l Of F 
u vARE Pr up Pı op: Pı P: er p: u 
' 0; Oy» ( f ) ( e on ot» 
’ . = 2 1 Be 
P( ( p? oypı ot I „p‘ Op% ot P, 


somit F, und F, als ganze Funktionen 2. Grades von p\ und ),. 
Dureh Differentiation dieser Gleichungen folgt aber unmittelbar 


(21.) oF nz © ii ’ ofı f 1 ofıi ( I; Ofa2 ' Of ' l Ofz 


op E 2 'pı Pı + Or Pr + ) ot I Op Dr; op, Pı + ( 2 Pr r ) ct ’ 
’F Bi ofır j ( fi: , Ofı2 dfi: 
. En - 2 ” “ Be _ z 1 
(22.) 2 = p% ’ op ) ( pı Pi Oo pP: P’: L ot dt’ 


während sich für die Koeffizienten der in p, und 7», linearen Teile von 


F, und F, 
pm tpmFtYs WptWvp + W; 


die Beziehung ergibt 


(23.) Ops Ss OwWw; Iyog: er en) oP, I- OP: 
h Or opı 2 ot ot Opa op" 


und es soll nun gezeigt werden, daß die eben gefundenen Bedingungen 
(19.), (21.), (22.) und (23.) auch die für die Lagrangesche Form der Diffe- 
rentialgleichungen (17.) hinreichenden sind. 
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Setzt man nämlich den Gleichungen (19.) gemäß 


fi = 2, (t, Pıy Pa); fh: un faı = 2w,, t, Pız P.), le = 2w, (t, Pız Pa), 


so werden F, und F, den Gleichungen (21.) zufolge die Form haben 


er u ' ' 
= öpı Pı öp: Pı Pe + Ey -Pı + b(t, Pı, Pr» Pa) 
> A © (22 ' ’ 032 2) O2 f ıD 
P= op: Pı Pa + Opa P: } Ar Pt +49 (t, Pı,/’ 23 Pı 3; 
worin D und 7 von p, bzw. p, unabhängig sind, und die Gestalt haben 
werden 


» =D, pr + D,p: +, = P,pı + P,p +7, 


worin sämtliche Koeffizienten nur von /,p,,/, abhängen. Die Substitution 
der Werte von F, und F, in (22.) liefert die Beziehungen 


b—> lur n O9 w—)» oa oo 
Op Opı ' Opı Opa ’ 


6 92 
BB + P,—4-, 
- ot J 
und man kann der letzten dieser Gleichungen gemäß 


6) (32 Ö (9 6) 12 ar 6 W Ö (2 Ö Wı2 
DD — ne +9 — BR nn ne 19 2 
2 Opı + Op: + ot y 2 Op: 4 opı H dt 


setzen, so daß F, und F, die Form annehmen 


Son IR Das) 4; "On Owa\ mn 
l =, a- p ). (2 = u I), + 
N öpı Tr öp Fi pP» + öp: öpı pP: + 


N) W» / l 
Omı + (5% ig Ion 2 )pi + D,. 


Ö op: Op: 
A SIDTE 0w »,oa00» 0029 
Faf/%° 2 "pl 9 Ce Wwı 3, 2 nm 
‚=(2 m 5m JP+2 mt or pr + 
vum 5 0 Bm 9. 9w 
„ P+(- 3, +2, )p+ 9, 
ot mt op, 


und sich somit durch Vergleichung mit (20.) die Bedingungen (19.), (21.), 
(22.) und (23.) als die für die Umformung der Differentialgleichungen (17.) 


7 


in Lagrangesehe Gleichungen hinreichenden ergeben, wenn nur gezeigt 
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werden kann, daß vermöge (23.) eine Funktion wo (/, p,,p:) bestimmbar ist, 
welche den Gleichungen 


77 C@o O (U) EM 


Ö () OÖ (v pP 
Op: ot 


P,= — 13 


Opı ot 
genügt, was unmittelbar durch Differentiation dieser Gleichungen nach y, und 
p, aus (23.) geschlossen werden kann. 

Sind jedoch die Bedingungen (19.), (21.), (22.), (23.) für die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichungen (17.) nicht erfüllt, haben diese also nicht 
selbst schon die Lagrangesche Form, so wird wieder die Frage entstehen, 
ob sie einem solchen System Lagrangescher Gleichungen äquivalent sein 
können, oder ob zwei Paare von Multiplikatoren «,. «, und m,.m, als 
Funktionen von f, P,, Ps, P1:P, gefunden werden können. deren Determinante 
von Null verschieden ist, und welche dem Differentialgleichungssystem 


(24 ) (u, In + u fa)Ppı + (u, fız + U; fa) P2 +1, F, + 4; F; == U), 
(m fat Me fa)Ppı + (m fir + Ma fa) pr + m, FR + m, F, — 0 
die Lagrangesehe Form geben. 
Zunächst ergeben sich aus den Gleichungen (19.) die Bedingungen, 
dab die Größen 


u ut Mefa; u, fiat Mr fe; m, fut m; fa; m fı2t+ My fa: 


von p, und », unabhängig, und 


u, ft Us fa . m fi r m. fa 


sein muß, während (21.) und (22.) die Beziehungen nach sich ziehen 


olu, F + uU, F,) PR ou, f,, +,fa) ) 


, fat), , 19a fı th) 
ER + / — j' olu,fı, + al 51) 


Op, ! F ” 2 ot 


a 
op 

o(m, FF, 4 m, F',) mei om, fi, + Mm,f,;) p! + om, fi, + m, fs, ) + 1 o(m, f,.+ m,f,,) 
op, op, op, A ot 


l,co(u, F + u, F',) 
Se ee 


om, F + m, F,) er lu, pe Hola) 2, 
= N 


op, op, r 


oa ft Mala) fr Fashr) 


Op, ot 
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und nach (23.), wenn der Koeffizient von p; in u, FF} + «, F, mit g,, das 
von den Ableitungen freie Glied mit y,, die analogen Größen in m, FR, + m, F, 
mit , und w, bezeichnet werden, die identische Gleichung zu erfüllen ist 


09, _Oyp, 1/0, Ow\_ OP, OP, 


op, op, u ot Re ot ee Op, Op, £ 


Setzt man nun ähnlich wie oben 


(25.) fu t ef = Ar (pumpe) feat eo farm fat m fa hal Pu Po), 
m, fi» ı- Mm; I» == bys (t, PuP:2); 


worin der Annahme gemäß die Determinante 


ie ee 5 
a ee Fila 


von Null verschieden ist, so ist wieder leicht ersichtlich, daß 
2 F' TE, MR F\, 2 ! ! 2) ' ! 
ff Bar 2, "= pıPı + YePıPp + PrPpr + YıPpı +P Pr + Ps: 


— fi F + fa P, 
hıfaa hof 


(26.) 





= pP + DD + WED + PH DE + W 


ist, worin die nur von £,p,,p» abhängigen Funktionen y, w, A vermöge der 
oben aufgestellten Bedingungen durch die Beziehungen verbunden sind 


7 ' 104 04 
baı Pıi Be kn ur Bu > Er : ba Y 12 + din Wa — ön . 
Pr OA,, i 1 oA,, 
(2 1) ı ,2 Pi + Ar Wa = dp,’ hr Ir + An Wa = > öp, , 
N 04, 104 h ; ol, 1 o4,, 
Ih Pı t ia Yu Fr . "PR hıfpat Ar Wa an. . öp, ‚ 
1 04 1 O4,, 
Ip tiryı =, Pr hy Pat har W = ” ) 
(28.) 
An lot ie Wat Any + ia W, = 2° 
(29. Any ee nat in) nf: + Aa) — 


'’P, dp. 
ERFRRRFRRNE. R öp, 
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Durch Differentiation der Gleichungen (27.) nach y, und », lassen 
sich diese, wenn 


op, ‘ OÖ ’ l ’ 
2 2 +22 YWı— zu 5,2%: :(7,, 


7 1 9 
| OP, ( , Z 
oW R erh 1 
| s 1 | % ’ . rı2 > ‘ 


(30.) ög | l’a i Pi 2 2 
| pr + > Pia t Pr Yı2 — 2 Pı Pa — 2 dp, > 21: Ia= H,, 
| Oo . : oW,, | 
») fir v.+ fr” — 2. ze 2 F p, N, 
-_ JS 2 N 


gesetzt und beachtet wird, daß 7,4, — 4, der Voraussetzung nach von Null 
verschieden ist, durch 


Anti: =0, Aria+ Aaı.=0 
ersetzen, worin 
(31.) (G,+H,=0 
ist. Setzt man somit 


(32. hy — (7, In= (7, hey — M, 


und bestimmt die Funktionen ,, %,, fa, Ws, 5, W, durch die Gleichungen 
(28.) und (29.), welche nunmehr in 


1 9G 1 oH 
,)+ \ Y ’ 5 2 | 
(33.) np, +@G,w= > Er G,9+ H, pyı=5 run 
0o@G 


7r+ae+g)+lHhw,= F er 


1 


4) nt m- Gun+ m) 
1 8 or. . or 
201 -99+6G, (pp) — A, w;) Op, we. » 


übergehen, so ergibt sich, 

daß, wenn zwei in p, und py lineare Difterentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche nicht schon selbst die Lagrangesche Form besitzen, durch Multipli- 
hatoren in ein solches Lagrangesches System sollen übergeführt werden können, 
die Ausdrücke (26.) ganze Funktionen zweiten Grades in p) und p, sein 
mussen, deren Koeffizienten den Gleichungen (31.), (33.) und (34.) genügen 
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die Multiplikatoren selbst ergeben sich aus den Gleichungen (32.) mittels der 
‚Ausdrücke (25.) 
So werden z. B. für die beiden Differentialgleichungen 


N=ppll+2p)p +@p+ pp +prpr +2pip m 2p 2-0, 


N=n(p +2ppa)pı +(2 pi +Pı P)pr - Pppı tp PpPpı tPpr 
+2», PP -2P9Pp-2p Ppı= 0, 
welche nach (17.) 


fufe - fr fa = pı (dp — pi) (Pı Pı — Pr P2) 


liefern, für die Ausdrücke (26.) sich in der Tat ganze Funktionen von y, und 
p; ergeben, deren Koeffizienten 


») 2 ) 
pt Pı Ppı 4 22, —4 
( = - (= — (0 Y=0 ‚„»—=(, ( nn 
a Pı (4P,—Pp,) ” 4p,—p, En m - - 4p,—Pp,' 
_P(l—2p,) En = 2p, 1.202 ee yarRRı _2p,—4p; 
. Pe aa 4p,—p,' rn ” ai I irn 49, —Pp, 
sind und nach (30.) die Werte liefern 
fe) ie) 4» 
ER 4p, 2 PıPs IH, = H, 4p, 


Tamm)’ ° dm —p) (dp) 7 (dp,—p)’ 


welche zuvörderst die Bedingungen (31.) und für A =/,=0 auch (33.) und 
(34.) identisch erfüllen. Setzt man sodann den Gleichungen (32.) gemäß 


so erhält man nach (25.) die Multiplikatoren 


! ' 
) ,, ) ) 
u= &  k=— ge , m =—-— Bu  M=- e —. 
Pıfı TPeP; PıPı "PrP: PıPı "PeP: Pılı 7" PrP: 


und in der Tat nehmen die Gleichungen 
u, N +N,=2) pp +p Pr + pp +29 m m—-2p=0, 


nn, N +m, N,—=p, pı +2 pr + (1—- pP) pr 2 p=0 
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die Lagrangesche Form an für das kinetische Potential erster Ordnung 
Hl = pP PpPı + PıPı Pr+ Pr + pi +p%- 


Wirft man nun wieder die Frage auf, wann die für die Ditte- 
rentialgleichung (17.) gefundenen Multiplikatoren ein äquivalentes Luyrange- 
sches System erzeugen, so findet man ähnlich wie oben, daß die Ausdrücke 


fufa-fefs und Auda-A 
für dieselben Funktionen », und », von ? Null oder unendlich werden 
müssen, und der erste derselben daher unabhängig von »/ und », sein muß, 
eine Bedingung, die, wie leicht zu sehen, in unserem Beispiele nicht erfüllt 
ist, so daß also wieder im allgemeinen das durch Multiplikatoren aus (17.) 
hergeleitete Layrangesche System diesem nicht äquivalent sein wird. 

In genau derselben Weise werden sich die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür ergeben, dab ein in 1, ps, ...p, lineares 
System von 4 Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Parametern 
Pis Pay P„ die Form eines Lagrangeschen Systems für ein kinetisches Poten- 
tial wägbarer Massen besitzt, und daß im allgemeinen jene Gleichungen 
dureh Multiplikatoren in ein äquivalentes Lagrangesches System nicht trans- 
formiert werden können. 


Bevor ich nun zu dem eigentlichen Gegenstande der vorliegenden 
Arbeit übergehe, sollen zunächst noch einige allgemeine Betrachtungen über 
die Elimination von Variablen zwischen Differentialgleichungen vorausgeschickt 
werden, welche die Form Z,agrangescher Gleichungen für beliebige kinetische 
Potentiale erster Ordnung besitzen. 

Sollen zwischen « Lagrangeschen Gleichungen 


oH d oH Ba) (/ BE ee) 


23 


(35.) ter 
in denen zunächst noch die Z, als Funktionen von /, p,, p, ... p, Vorausgesetzt 
werden, die eg Parameter p,, p», ... >, eliminiert werden, so mögen die 
Größen p, +13 Por2r » Pas Porn Porz «Du Mit 915 923 +: 003 Ay day. Q, be- 
zeichnet, und somit das Differentialgleichungssystem (35.) in der Form dar- 
gestellt werden 
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air oH d oH oH doH 
(36.) a a ge, W 
OP dt Op; og  dtog; 
(r=1,2,...0) (s=1,2,.:.6) 


worin g+0=u ist. Differentiiert man jede der p-Gleichungen und eine 
beliebige der g-Gleichungen 20-mal nach {, so erhält man (oe +1) Q2o-+1) 
Differentialgleichungen, in denen sich die Ableitungen der p und q bis zur 
(20+ 2)-ten Ordnung erheben, und man wird aus diesen Gleichungen die sämt- 
lichen » nebst ihren Ableitungen, deren Anzahl oe (20+3) ist, eliminieren 
können, so daß durch Elimination der Parameter » aus dem Gleichungs- 
system (36.) sich o Differentialgleiehungen in g von der (2g+2)-ten Ordnung 
ergeben, während p,,P.,---?%°*” sich als Funktionen der q und ihrer Ab- 
leitungen bis zur (20 + 1)-tenOrdnung hin darstellen lassen, da eine 20 —1-malige 
Differentiation sämtlicher p- und einer g-Gleichung (e+1)2o Gleichungen 
mit der gleichen Anzahl der zu berechnenden Größen p,, Pa, ++: Pa *” liefert. 
Was nun die Integrationskonstanten betrifft, so ist die Zahl der willkürlichen 
Konstanten des Systems (36.) 20+ 20; das resultierende Differentialgleichungs- 
system in den Größen 9, 4:,...q, enthält aber jede dieser Größen in der 
(20-+2)-ten Ordnung, und es werden somit die allgemeinen Integrale dieses 
Systems (20+2)6 Integrationskonstanten liefern. Beachtet man, aber, dab 
bei dem angewandten Eliminationsverfahren, wenn p,,P.,Pp, durch die q und 
die (20-+2) o Integrationskonstanten ausgedrückt sind, sich p, und p, als 
Ableitungen von p ergeben müssen, so sieht man leicht, daß zwischen jenen 
Konstanten 20 (o —1) Bedingungsgleichungen bestehen müssen, und somit nur 
(20+2)6o —-2o(o —1) oder 2(o+0) Konstanten willkürlich bleiben, wie es 
das ursprüngliche System (36.) verlangte. Ferner kann man bemerken, daß, 
wenn man die Werte der p,, pP, +. P.°°*" in den q und deren Ableitungen bis 
zur (20+-1)-ten Ordnung hin ausgedrückt in den 2o-ten Differentialquotienten 
je einer q-Gleichung einsetzt, sich je eine der resultierenden Eliminations- 
gleichungen als eine in den höchsten Difterentialquotienten der (20+2)-ten Ord- 
nung der q lineare Differentialgleichung ergibt, und es wird sich nun darum 
handeln zu untersuchen, ob und wann diese die Form ZLagrangescher Glei- 
chungen besitzen. 

Zunächst ist ersichtlich, daß die Integralsysteme der 9 der Difte- 
rentialgleichungen (36.) mit 20 +20 Integrationskonstanten jedenfalls den 
o Eliminationsgleichungen in den q von der (20+2)-ten Ordnung genügen, und 
ebenso die Gleichung befriedigen werden 
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. [ [4] 0 
) Eur y > — 
e / (41) +28.) + 20,9, ]dt =(, 
“ as r—= g 1 
t,, 


in welcher 7), und @, als Funktionen von ? angenommen werden und die 
eingeklammerten Ausdrücke die Werte dieser Größen bedeuten sollen, wenn 
für p, und p, die oben in y und deren Ableitungen bis zur (20 +- 1)-ten Ordnung 
gefundenen Werte gesetzt werden. Daß nun die gefundenen o Eliminations- 
gleichungen in 9,, 92, ... 7, von der (20 -+ 2)-ten Ordnung im allgemeinen nicht 
das kinetische Potential 


(2) EP.(p) } >) g; 
vi si 
von der (20+1)-ten Ordnung besitzen, geht daraus hervor, daß die zu einem 
kinetischen Potential (20+1)-terOrdnung gehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
im allgemeinen von 2(20-+1)-ter Ordnung sein werden; jedenfalls werden aber 
die g-Integrale des Systems (36.), da sie dem Kliminationssystem genügen, 
ebenso wie sämtliche Integrale des letzteren Systems die Lagrangeschen Glei- 
chungen 2 (20 + 1)-ter Ordnung befriedigen, welche dem obigen transformierten 
kinetischen Potentiale zugehören”). Wir werden daher die für die vorliegende 


*) Es mag noch zur Ergänzung des Obigen bemerkt werden, dab, wenn auch im 
allgemeinen zu einem kinetischen Potential // von der v-ten Ordnung die zugehörigen 
Lagrangeschen Gleichungen von der 2»-ten Ordnung sein werden, für den Fall, daß 4 in 
bezug auf alle Differentialquotienten der höchsten Ordnung linear ist, da das letzte Glied 
der Lagrangeschen Gleichungen 


oH d oH | / )’ Zu, oH ( 1 „43 dr oH pP 
— 1. 4 ([— - — == ( 1,2 u 
op  dtop, 2 dei Oper) If 4 dir Op) : 
in die Form gesetzt werden kann 
—1 2 2 r)2 
Ey aa ( oH „e+DL._ FH Aa Sr OH ‚w+n 
\ de—! opm)op'”) l . op) op) fi - Ar 'pv op) / 4 
gi Er H pi’+ +) 
u op)ope-» ı ’ 


der Voraussetzung nach die Zagrangeschen Gleichungen nur von der (2»—1)-ten UOrd- 
nung sein werden. 

Die Glieder der (2»—1)-ten Ordnung dagegen setzen sich, wie leicht zu sehen, 
aus den beiden letzten Gliedern der Lagrangeschen Gleichung in der Form zusammen 


26* 
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Untersuchung in Betracht kommende Frage in der Form stellen müssen, 
wann die o Eliminationsgleichungen, welche von der 2 v-ten Ordnung angenommen 
werden mögen, eın kinetisches Potential v-ter Ordnung besitzen, dem sie als 
Layrangesche Gleichungen zugehören, oder im speziellen Falle — und gerade 
dieser wird uns besonders interessieren — wann die Eliminationsgleichungen 
in den g Lagrangesche Gleichungen zweiter Ordnung sein werden, welche 
einem kinetischen Potential erster Ordnung entsprechen. 

Um den Sinn der gestellten Frage zunächst an einem ganz einfachen 
Beispiele zu erläutern, mag sich ein Punkt mit der Masseneinheit in der 
bene vermöge einer Kraft bewegen, deren Kräftefunktion durch 


Be in 
’=z3 + .ıy >Y 


gegeben ist, so daß die durch das /lamiltonsche Prinzip 


! 


ö /Hat=0, 


1 ‚| 3 o®H o°H TE 
(1) (op -vapr opnope- sp! 


Hu o®H o®H o®H ) 
p 


Q2 
e (?v—1) b; ar! 
+ Ina l)Amt) A n —1 ) I2 +e+(5 —-1)2 Pr A002 >! 
(öpe Top l 0 ae A ie > Kal 


[71 | 
‘ 


und werden daher im allgemeinen nur dann herausfallen, wenn es sich um ein kinetisches 
Potential von nur einem Parameter handelt. 

Ein System von Differentialgleichungen 2»-ter Ordnung kann also ein kinetisches 
Potential v-ter Ordnung besitzen, wenn letzteres nur nicht in allen Ableitungen »-ter Ord- 
nung linear ist; soll aber ein System von Differentialgleichungen (2»— 1)-ter Ordnung ein 
kinetisches Potential haben, so kann dieses nicht von der (v—1)-ten Ordnung sein, weil 
dann die zugehörigen Zagrangeschen Gleichungen von der (2»—2)-ten Ordnung wären, es 
muß somit das zugehörige kinetische Potential im allgemeinen von der v-ten Ordnung und 
in allen Ableitungen »-ter Ordnung linear sein. Enthält jedoch das kinetische Potential 
nur einen Parameter und ist dasselbe in der »-ten Ableitung linear, dann fielen, wie wir 
sahen, in der Lagrangeschen Gleichung die Glieder 2v-ter und (2»—1)-ter Ordnung heraus; 
es läßt sich aber in diesem Falle leicht zeigen, daß sich das kinetische Potential auf 
die („—1)-tg Ordnung erniedrigen läßt. Sei nämlich die Zayrangesche Gleichung 


Kr oH docH, d’-ı oH dr oH 


. and = wu __Yır +1 - er Fu 
op a öp' " ER dei öpen tl 1) dt op) F=0, 


worin P von t und p abhängt, und das kinetische Potential der Annahme nach die Form hat 








worin das kinetische Potential 
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B=.! (2? +y?)— l/ 


ist, bestimmten Bewegungsgleichungen durch 


'_ -c+ 9, y'=t-y 


dargestellt sind. Eliminiert man zwischen beiden Gleichungen durch zwei- 
malige Differentiation der zweiten nach ? die Variable x, so ergibt sich die 


Differentialgleichung vierter Ordnung 


1)\ 


= gl... ep + le), 


so wird unter der bekannten Grenzbedingung 


N 


Öö fen+ / Pap)dt=- / Nöpdt 


sein. Bildet man nun eine Funktion 


o=/y (t,9,P',...pr»®)dper -1). 


so wird bekanntlich für 


r de "Oo 1 N 06 BE 1 
K= nf Zap + pi / —.dy® Lu. 


u 7 ei op 


die Variation 


und es folgt somit 


ki ” 8 PER 
+ pn" ) / ; I dpt + p”’g 
« op: E 


Ö fau4 [Pap—Kydı=6 / Hde=— [ Nöpdı 


oder 


OH, döHh 


N Op  dtöp 


worin H, nur von der (v—1I-ten) Ordnung ist. 


d’-! oH, 


BE 1 Ce Der öne => 
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rm 
Y —2y=V, 


welche die Bewegung des Bildes auf der Y-Achse beschreibt, und diese 
Differentialgleichung besitzt die Zagrangesche Form für das kinetische Po- 
tential zweiter Ordnung 


r Er 
9=-s:ytry, 
für welches sie in 
ON de d ON d? oh}, 2 
oy  ldtoy dieoy" 


Zu = 0) 
transformiert werden kann. 

Um nun zunächst die Elimination ernes Parameters zwischen zwer zu 
einem beliebigen kinetischen Potential erster Ordnung gehörigen Lagrange- 
schen Gleichungen durehzuführen und zu entscheiden, ob diese Eliminations- 
gleichung eine zu einem kinetischen Potential zweiter Ordnung gehörige 
,.agrangesche Gleichung vierter Ordnung ist, müssen wir die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein in p»"”” linearer Ausdruck 


37.) N=fttp, pP", pP )P"" + Flt,p,p',p",p"”) 


ein Lagrangeseher Difterentialausdruck eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung ist, welche bekanntlich durch die identisch zu erfüllenden Glei- 
chungen 


ON 5 d oN d oON 


(: Sn u RE P « ‘ rn — 

(88 .) - op dt op" dt: op" ? 
ON d oN 

f% ( ! PM RER 

(39.) F p'"' 2 dt op''" N N) 


gegeben sind, in eine etwas andere Form bringen. 
Setzt man nämlich den Wert von N aus (37.) in (38.) und (39.) ein, 
so folgt leicht durch Bestimmung von F für N der Ausdruck 


! 
) 


_ gm of 2 of Of of 7 77 
(40.) N—fp ta P +2(4, +3, P'+ayrP )p +Y, 


worin / sowohl als auch y nur von f,p,p',p" abhängen, und die Substitu- 
tion dieses Ausdruckes in (38.) liefert die beiden von f und identisch zu 
erfüllenden Gleichungen 
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02 ne a. na u. 
[G _ 8 of op, o°f of gg‘ Pag gie 0° f 
11 Op Op” + Er Op" +2 y otöpop" 4 - töp' t ap töp'öp" 
of of of of 
u Zi 
r pP opop" ‚+p“ Oo p° En r 3p opo p' ‚+ 3p op . ‚+2 2p pP Opop'op" 





nn 
+» op”öp" ve Ö, 





(41.) (= r Be. n —p Pe ee H MM Zu % 5 p r er t 3p" er 
1; Op otop opop opcop oO ot cp ( "op 
nf 53 n3L n3 7 
an OT 2m’ of of 3 ,m 0] 
„+: 6 ser ar . 
+5p otop pP otop” ” pP pP otopop' ) z otop” 
€ FR |. o®f ‘ ı?2 of 3 0° f ‘ Du o’f m o’f 
I» nn. 3 y - , r ee ? . u > ) > 
+37] / op ur P opop +p op’ Ip pP op*e y co ! opt de 
Kon o’f u 
+p op” Sei; h) 


deren linke Seiten für den Fall, daß X, also auch / und y die Variable 
nicht explizite enthalten, die identische Beziehung liefern 


n Y e Y v 
' 0oG; „ 0G; 0oG» 


- © Mer vr Au . 


cp o» Op 


Seien nun zwei zu einem beliebigen, von / freien kinetischen Poten- 
tial erster Ordnung // gehörige Lagrangesche Gleichungen von zwei Parametern 


oH d oH . 
(42) tan 
an aa)‘, 
(43.) Zee Op: Tr Op =P, 


vorgelegt, in denen /, und 7, zunächst noch Funktionen von /, p,, p, sein 
sollen, und werde angenommen, daß p», in der Gleichung (42.) nicht ent- 
halten ist, so wird die Elimination des Parameters »p, zwischen den Glei- 
chungen (42.) und (43.) verlangt, was später in größerer Allgemeinheit und 
Einfachheit sich wird durchführen lassen. 


> H s i er 

Da der Voraussetzung nach 3, »=V ist, so wird die partielle Diffe- 
1 

rentiation der linken Seite von (42.) nach », den Wert Null liefern, die 

Gleichung also von p»,' und p», frei sein, und der sich somit ergebende Ausdruck 


(44) P=W (Pr, Pr, Pr) 
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nebst seinen nach ? genommenen Ableitungen wird in die Gleichung (43.) 


ns 
eingesetzt, wenn man berücksichtigt, daß das kinetische Potential nunmehr 
die Form hat 


(45.) H=f(pı, 2; Pr) pı+ fı (Pi P2s P2); 


dieselbe bei bekannter Bezeichnung in 


(46.) (3 )+ ( N)- (u ) (p )— (en .) (Pı)P: Bi )P: 


ö r "__rpN 
ACHTE HATHTLEE Drzue 


überführen. 
Setzen wir nun den Koeffizienten von »," in dieser Gleichung 


(47.) (nel ki 


( 'p2 


so wird der von », 


9? u OF 
bil. (; le )- (55) app 72 ER 


sein, und somit die Gleichung (46.) zunächst die Form annehmen 


s ) T Y ' z) Rh ol rn 
48.) N=Flp, pr Ppr)Ppr + Zi + F\(p2} Par Pr) Pr" 


Pe )=(P), 


also in ihren beiden ersten Teilen die Gestalt der Gleichung (40.) besitzen. 
Da aber in (46.) der Koeffizient von »;" 


Of\ 0w 00 0w dw o°f do 
=(5,,) Oops FR 2 (5 4;) or a +92; Zn Pr) (32,055) ops 
, af 0 j 0w 2 un) 0°’ @ RZ f\00 
(opons) öppP: (3; ont? O Ps ie »+ 2 2 dh öprl Pr) (5,8 öpy P 
vermöge der identischen Gleichung 
| of of of " 
49.) ( pn, )=( Opa )P: + (op ) Ps 


wie durch partielle Differentiation derselben nach p, und p,' leicht zu ent- 
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wickeln, in 


ru , 8a 0? f 
F=—2p: (25) amöp? maps or [6 + (a, ) =] 


2 .. I dw. Ö P i 
— Pa (5 ano + 2 pr ET 5 + + (2 'pıd 2 | n 5 m 


© p: Opz 
Oo (P\) 0W 
Op pi 








oder endlich vermöge (47.) in 


. | ; o(P,) 0o o(P,ı) 0w 
(50.) F ‚=2(5, „pi+ Ö 7%) + Op Op! Op Op 


übergeht, so wird nach (40.) 


ö(Pı) 00 o(Pı) 0 a 0 

Op3 Op? op: Op? Er 
sein, oder wir werden im allgemeinen annehmen müssen, daß P, von y, un- 
abhängig ist, und unter dieser Voraussetzung wird dann vermöge (50.) der 
Ausdruck (48.), dem von (40.) analog, in die Form 


or A 


u oF LE ol a. 
N, = F (pr, Pas Pr) P2 dp, PP +2(5,, Pr+ 5 „aD ’)p?" +9 (pP, Pa, pr) = (P:) 


transformiert sein. 
Da aber 


0% e) „ oO ' 0) D ir d £? i © t RL 

0 (ir gi [9 - | - er 
0? L ı fr o’o Ö f f6) 9 f. Ar OÖ O 

+ 2 Pa + 2 - öp» an! PP 4 + Fr} pr] - (= 1), — dp: (3 — 1) ön N) 


wie aus der identischen Gleichung (49.) zu ersehen, den beiden, durch die 
Annahme, daß ? nicht explizite vorkommen sollte, vereinfachten Bedingungs- 
gleichungen (41.) und (42.) Genüge leistet, so wird, wenn noch die An- 
nahme gemacht wird, daß auch P, von p, unabhängig ist, folgen, daß die 
Eliminationsgleichung in p, aus den beiden Lagrangeschen Gleichungen (42.) 
und (43.), ın denen P, und P, d.n Parameter p, nicht enthalten und bei denen 
in der ersten (rleichung p, nicht vorkommt, eine Lagrangesche Differential- 
gleichung vierter Ordnung. ıst. 
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Würde man jedoch nicht die für ein kinetisches Potential zweiter 
Ordnung notwendigen und hinreichenden Bedingungen zweier in den zweiten 
Ableitungen linearen Differentialausdrücke zugrunde gelegt haben, so könnte 
man zunächst nur aus (44.) folgern, daß die Eliminationsgleichung vierter 
Ordnung ein Integral derjenigen Lagrangeschen Gleichung ist, welche die 
Hauptgleichung der Variation des transformierten kinetischen Potentials dar- 
stellt. Sei allgemeiner als oben 


fan + f Pdp, + /P dp.)di=0, 


worin /, nur von / und p,, /, nur von ? und », abhängen soll, so sind die 
beiden Hauptgleichungen (42.) und (43.), und setzt man zufolge der Form (45.) 
des kinetischen Potentials und der Substitution (44.) und deren Ableitung 


An+(/ Pay) + / Pıdp. (Par Pa Pr) Pr FW lP Par Pe) 


so würde das transformierte kinetische Potential von der dritten Ordnung 
im allgemeinen eine Legrangesche Gleichung der sechsten Ordnung ergeben, 
von der die gefundene Eliminationsgleichung vierter Ordnung ein Integral 
wäre, während in dem vorliegenden Falle, weil das kinetische Potential in 
der dritten Ableitung linear ist, sich dieses der obigen Anmerkung zufolge 
auf die zweite Ordnung erniedrigen läßt, und daher das kinetische Potential 
der durch Elimination von p, entstandenen Differentialgleichung ist. 

Mit Hilfe der oben aufgestellten, für die Existenz eines kinetischen 
Potentials zweiter Ordnung notwendigen und hinreichenden Bedingungen läßt 
sich ebenso erweisen, daß, wenn in der Gleichung (43.) p, und p, nicht ent- 
halten sind, für konstante Werte von P, und P, die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dap das Elimmationsresultat in p, eine Lagrangesche Gler- 
chung für ein kinetisches Potential zweiter Ordnung ist, durch die Form des 


kinetischen Potentials gegeben 1st 
H=ap + pP +Yy(p -hp)tV(p kp) 


\ ep 8 ß u , 4 
worın a, und a, behebige Konstanten, Ak, = —* ıst, und p und w behebige 


a, 


Funktionen ihrer Argumente bedeuten. 
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| | Entwickelt man nämlich aus der zweiten der beiden zu // gehörigen 
| Lagrangesehen Gleichungen 


ab Pu m) P r 1, p)= An 
PER EEE De 


den Ausdruck 
Pı = @( Pr; Pr); 


so geht die erste Gleichung durch Substitution dieses Wertes in 


n . n9 ny ) 
r ; Üo() „ wa) IT oO’ y r Oo’ | oO’) ro N 
N=2a,(- Pa + 2 ı Pa +- ‘ > P: +2. ‘ „Pa pP: 7 | ‘ ın 2 ) 
up? up? OP? Oo 2 ) 'p? ( Pr / 


J y \ ‚'r i128 
— Y (wm u . Pa) — / w _ bu, Pa) = / 


über, welche den Gleichungen (39.) und (40.) identisch genügen soll. Nun 
ist aber unmittelbar zu sehen, daß die Gleichung (40.) befriedigt ist, während 
die Gleichung (39.) die Identität der beiden Beziehungen erfordert 


nn 


N, er nn 
0’ O’& 00) > 00 co’ ‘00 z 00) 
2a, ut p" 3 = +- p" ( au 1) + w". —r tr ww \ — ),) U), 
( pP: > 


) zZ ' 
op3 OP2OPp: Opa Op:  (0PpCOPp: 
u V } nn . 
r 0’ 0W | „ 0% 20) ıLO0@wN? 
2a, 2 . zZ + p 7 ı» 4 pP" ( ) + w" : A re ı ( ) —— 0). 
2 > 7 m 
OrRd pr op? ( pr P2” Opa 


Die Richtigkeit dieser beiden Gleichungen ergibt sich aber einfach 
daraus, daß die Substitution des Wertes von », = o(p,,7) in die zweite der 
oben gegebenen Lagrangeschen Gleichungen dieselbe identisch befriedigen 
muß, und die sodann nach p, und », ausgeführte Differentiation die Werte liefert 


0W j 00 
' u . . u 4 
„ I a Op, r r I a Op 1 
Yo = = , V = — R 
1, (4 A.) 0 4,(A —A4,) #10) 
en 3 
OP, ( pP 
0 0 () ae 1 35 
p'" ih 2a, | Oo HE op; Op, OÖ 'P, Ö Ip, 
A (),—),) %: I (St 1.) 
Op), OP, 
00 0’ £ a a ) 0’ 
. "u nn 
.$# 2a, ‚op; Op, Op, OP, 


Sr A, (h, 5° ey en | 1) ) 
öpr/ \öp, ° 
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welche, in jene beiden Gleichungen eingesetzt die geforderten Identitäten 
erfüllen. 

Daß die Elimination von », aus den oben aufgestellten Zagrangeschen 
Gleichungen auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung führt, welche 
wiederum die Lagrangesche Form, also ein kinetisches Potential zweiter 
Ordnung besitzt, kann in diesem Falle nicht wie oben aus der Form des 
transformierten kinetischen Potentials 


du n m . F 
)te; (3,94 e Han I, ) +0, +Y(w- Ps) + wo — A, P,) 


" linear ist. Um das zu der 
oben gefundenen Eliminationsgleichung N =, gehörige kinetische Potential 


zweiter Ordnung 9 zu finden, müssen wir mit dieser die Gleichung 


geschlossen werden, da dasselbe nicht in p», 


88, d05 88 


op, dt op: dt? Op? A 


zusammenstellen und erhalten 


- e 2 ” y Zi : oO ) n b “ A 
=— 2a, fu dp: + a, (A, + 4) Ps P> + / [2 af 3), dp, — 2a, (A, + 4,) Ps» 
+4 (w— 4,9) — vw (0W—}, | dp», 


worin, wie aus den oben gefundenen Werten von g' und w" zufolge der 


Relation = hervorgeht, die Funktion unter dem Integral von », un- 


abhängig ist. 
Ss 4. 
Nachdem in speziellen Fällen die Elimination einer Variabeln zwischen 
zwei dynamischen Differentialgleichungen und die Untersuchung des Eli- 
minationsresultates hinsichtlich ihres Charakters als Hauptgleichung der Va- 
riation durchgeführt worden, nehmen wir nunmehr ganz allgemein das Problem 
für ein System Lagrangescher Gleichungen in Angriff, welche einem kine- 
tischen Potentiale erster Ordnung zugehören, und für welche die Elimination 
nicht durch etwa mögliche Integrationen, wie wir sie später betrachten 
werden, geleistet werden soll. 
Wenn auch die Elimination von Parametern im Grunde zunächst nur 
für ein kinetisches Potential wägbarer Massen in Frage kommt, welches 
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nach den früheren Auseinandersetzungen eine quadratische Funktion der ersten 
Ableitungen der Parameter ist, in welcher die Koeffizienten aller quadratischen 
Grlieder von Null verschieden sind, und speziell eine homogene Funktion zweiten 
Grades dieser Größen, wenn in den Bedingungsgleichungen des Problems 
die Zeit nicht explizite enthalten war, so soll doch im folgenden mit Rück- 
sicht auf andere Probleme als die der Mechanik wägbarer Massen ange- 
nommen werden, daß das kinetische Potential eine beliebige (uadratische 
Funktion erster Ordnung sei, und die Frage behandelt werden, wann für 
ein solches kinetisches Potential erster Ordnung die Elimination einzelner 
Parameter auf Differentialgleichungen in den übrigen Parametern führt, 
welche zu einem kinetischen Potential irgend welcher Ordnung gehörige 
Lagrangesche Gleichungen sind. 

Sondern wir die Parameter »,, p,, ... », in zwei Gruppen p,, Pay --- P, 
und 9, %y+.-9,, 8o daß e+0=u: ist, und stellen nunmehr die Aufgabe, aus 
den « Lagrangeschen Gleichungen 


OH  dou_, 


as aan 


(52.) - En, 3 = 
in denen P. und @, Funktionen von ? oder Konstanten sind, die Parameter 
Pıs Pay +. P, und deren Ableitungen zu eliminieren. 

Werde zunächst angenommen, daß 

I. in den Gleichungen (51.) die Größen p,, ...P,, P1,+-. ?, nicht ent- 
halten sind, so werden, wie leicht ersichtlich, für alle Kombinationen der 
Indizes r und r, welche die Werte 1,2,...o annehmen, die identischen 
Gleichungen bestehen 


o’H 


(53.) OprOpı . 


0, 


(54.) Be ee 
OprOpı  Oprop; 


*) Für den Fall, daß e = 1 ist, folgt, wie früher erwähnt, daß, wenn pn’ in der 
zu pı gehörigen Zagrangeschen Gleichung nicht enthalten ist, auch pi ohne weitere Be- 
dingung von selbst herausfällt. 

















210 Koenigsberger, über die Layrangeschen Gleichungen der Dynamik. 


und somit das kinetische Potential die Form haben müssen 


H: 5 ne Pre en Div Gh .) Pr g; +2 u Ce (t, Pıyr** re) Im In 

BERN r=1,...0; ER [9 m, n==1,.. 

55) \ gübehth ‚Aiuh) 

Een er: ecke (by Piz Iıyerr)) 
vr], .. 


s=1,...0 
worin nach (54.) die Beziehungen bestehen müssen 


/=- pP O« rs oO $ OY- OY: 
(56.) J B Yı u It, 


. Opı En OP, u Opr ne Opr " 

in der Tat sieht man umgekehrt, daß dann auch die Gleichungen (51.) von 

den ersten und zweiten Ableitungen der Parameter p,,... », unabhängig sind. 
Bereehnet man nun aus den o Gleichungen (51.) 


(97.) Pr’ Are NEAR A RT tee nie 


woraus 


An 0, a, 

I). = TE ...o I.  —— r er —- ... 
P= aa Typ Br " 
tolgt, und setzt diese Werte in (52.) ein, so ergeben sich o Differential- 
sleichungen vierter Ordnung, während das kinetische Potential (55.) in eine 
in den dritten Ableitungen der q lineare Funktion von der Form übergeht 


= a + ae 


(98.) ' ı ' LU 
2, lt, ge re re) + RA He ee er). 


Die diesem kinetischen Potential dritter Ordnung entsprechenden 
Lagrengeschen Gleichungen werden somit einer früheren Bemerkung zu- 
folge von der fünften Ordnung sein, und es wird daher zunächst nur 'ge- 
schlossen werden können, daß die gefundenen Differentialgleichungen vierter 
Ordnung in 9,,... 9, den Lagrangeschen Gleichungen fünfter Ordnung Genüge 
leisten. Setzt man aber aus (57.) die Werte von p, und deren erste Ab- 
leitungen in (55.) ein, so folgt für die Koeffizienten von q," in (7) 


00, 


ale ee en) og (z (Pr) 9 + @)): 


worin die eingeklammerten Ausdrücke die bekannte Bedeutung haben; da 
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aber aus den Gleichungen (56.) folgt, daß 
— Og;; M OYr E En | OgQPrs\ „1 (‘ Yı | 
al rtl ) — (5p,)% %Y I 


so ist leicht ersichtlich, daß 


wird, und somit eine Funktion P(t, Qu3 +. 95 ++. Yı,...) existiert, für welche 


ID i 


2 ı Z / AT N) / r r 
di =55,4 +2:49% + +33,0 + S2(6, Qi or Qas er Qiyere) 


ist. Dann kann aber bekanntlich das kinetische Potential (//) in (D8.) 
durch die Gleichung 


N) Yan dt - 0) (1-2) dt=$/ Hit ger en Yo) dt 


auf das kinetische Potential // von der zweiten Ordnung reduziert werden, 
dessen zugehörige Lagrangesche Gleichungen nur von der vierten Ordnung, 
also die oben gefundenen Eliminationsgleichungen sein werden, und wir 
finden somit, 

daß, TEeNMN die zu Pıs *** Po Gt hörıgen Lagrangeschen Gleichungen die 
ersten und zweiten Ableitungen der Parameter y nicht enthalten, dre Klımı- 
nation der p aus den 0 +0 Gleichungen auf o Differentialgleichungen vierter 
Ordnung führt, welche o einem kinetischen Potential zweiter Ordnung t1ge- 
hörıgen Lagrangeschen Gleichungen aqumalent sind. 

So wird z. B. für das kinetische Potential erster Ordnung von zwei 
Parametern 


! r l > 
H= vqapqg + 3 n 0, 
für welches in der zu » gehörigen Lagrangeschen Gleichung 
Beute 


p' und »" fehlen, die Substitution dieses Wertes von » die zu y gehörige Glei- 
chung in die Differentialgleichung vierter Ordnung 
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(q +) + 4 ag" +3qgg)+g(g? +99” g +6’ )+2g"= 0 


überführen, während zunächst das kinetische Potential eine Funktion dritter 
Ordnung von der Form wird 


' n rm» ı ‘ nm l n » 2) 
AD=UTHUHBINHaHT +; 


bildet man aber’ die Funktion 


1 E IR a u 
PS5zI Hg, 


so wird das kinetische Potential 


71 ID 1 a en l " 4. 5 
H=-M- „31-5700 ra +2" +” 


zweiter Ordnung, wie man unmittelbar sieht, als Lagrangesche Gleichung 
vierter Ordnung das oben gefundene Eliminationsresultat nach sich ziehen. 

Wird den früheren Bedingungen noch die hinzugefügt, daß auch die 
Gleichungen (52.) die Größen p,',...p, nicht enthalten sollen, also, wie 
durch Differentiation nach », hervorgeht, 


OH _ Bau a 
op. (r=1,...0:s=],...0) 


sein soll, so wird das kinetische Potential (55.) die Form annehmen 


H=2,.Wnmn (3 Pır-*- Jr) Im at 3% (b,Pır--- Qu) P, 


m,n=],... 0 r=]1,...0 


+3,93, (, 911-1 I) + F ll, Pıs=-: gs ++); 


8 
sel, ... 6 


sodaß die Gleichungen (51.) in 


OH dev _» 
OPr kai 
und (57.) daher in 
p,=W@,(,g;-::Q4:--) (r=1,...0) 


übergehen. Setzt man nunmehr diese Werte von p, in das Gleichungs- 
system (92.) ein, so ergeben sich o Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
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in den q, während die Substitution der » in das kinetische Potential // eine 
in 4, --- 9, lineare Funktion zweiter Ordnung (//) liefert, welche im allge- 
meinen Lagrangesche Differentialgleiehungen dritter Ordnung nach sich ziehen 
würde. Da aber der in den zweiten Ableitungen lineare Teil von (/7) durch 
den Ausdruck 


dargestellt ist, so werden die nach g, und 4, genommenen partiellen Ditffe- 


rentialquotienten von 9, und 4, einander gleich sein, und sich somit wieder 


durch Subtraktion eines vollständigen nach 7 genommenen Differential- 


quotienten einer Funktion von /, 4, -- Y%ı, ..- das kinetische Potential zweiter 
Ordnung auf ein solches erster Ordnung erniedrigen lassen“): wir finden also, 

dap, Te die Gleichungen (51.) und (92.) "on Pı, Nr pi, di erstere) 
auperdem VON Pi; hr pP, unabhangıg sınd. die Ehhminatıon di ’ Paramet: F J SU 
Ö Differentialglerchungen zweiter Ordnung in 1; ey ’P ft) [. we lch« Lagrange- 


schen (rerchungen fur ein kınetisches Pot: ntral erste 7’ Ordnung ergeamale nt sind. 

Den hier gestellten Bedingungen wird offenbar genügt sein, wenn 
man voraussetzt, daß das kinetische Potential 7/7 von den ersten Ableitungen 
der Parameter p,,... p, unabhängig ist, und in diesem Falle wird sieh die 
Richtigkeit des eben ausgesprochenen Satzes unmittelbar erkennen lassen. 


Denn da dann die Gleiehungen (31.) in 


oH DH I 
=0, m, =) 
4 Pi Op ( Po 
übergehen und somit wieder »,—=@,(t, 9, --. 9, -.-) liefern, werden die Diffe- 


rentialgleichungen (52.) durch diese Substitution in o Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in 4, .-. 7, transformiert, welche in den zweiten Ableitungen 
dieser Parameter linear sind, und für welche das kinetische Potential (/7), 
welches durch eben diese Substitution aus // hervorgeht, von der ersten 


Ordnung ist. 


*) Was auch schon daraus ersichtlich ist, dal) aus dem Ausdruck (55.) für das 


kinetische Potential wegen der zweiten der Bedingeungsgleichungen (56.) dureh Subtraktion 


eines nach ? genommenen totalen Differentialquotienten die in p; lineare Summe 
LE 


24, (t,pı,..- Q1,...)pr herausgeschaflt werden kann, und somit oben die Substitution 
1 


von p, in den Ausdruck des kinetischen Potentials denselben nur in eine Funktion erster 
Ordnung transformieren wird. 
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Enthalten jedoch 

Il. die Gleichungen (51.) nicht die Parameter y,,...p, und deren 
zweite Ableitungen, so werden sich durch partielle Ditferentiation nach y. 
und p,, wie leicht zu sehen, die identisch zu erfüllenden Beziehungen ergeben 


o’H o’H 
u —(, (,r=1,...o) — = UV, (rel,..05:=1,...0) 
OprOpı j Opröpıdg; 
o°H OR Wa. SHE RE, ER 
 . a n 7, r eg u. 7 r P I. wm nn . , 1 
OprOPpr OprOp,ot n=10Ppr OP OP, / T s=ı OprOPrOgs I: I 


welche dem kinetischen Potential (55.) die Form geben 


> ' ' \ ! 
H vn =; Prs (t, Iı, MEPE Is) Pr G; + Zur W, n (t, Pı» ee qı Bee Im q, 
Bu; 9) 


ra] oe; s= n.n=l.... 


In (Pr tl Pir gi) + Fll, Dir Are), 


n=1,...0 BL... 
worın 
O’Wan _g o’F o°y, 2 O°Y, o°y, 1 
OPrO Pr I OPrOPpı Op.ot OprOp: C Pr, Op: I OP; Op og0p: 
oder 


nn x fi . ( 6 
P 5) Pr 4; + RS, \ U m apı + "den + wPe + TI n) Um Im 


= ).... 6 


OH 2,,9.,(l,0-- 


r=1,..0;s=1l,. 


) 


(39.) | 


+ CHE Re une 5 EEE WERE USER R, +29 er 


8 
n.=1,..0 st. 
- 


und die ‘) nur von f,9,,...4q, abhängen, ebenso wie die Differenzen 


oF OY; OYr, OYr Da... 9% 
— — — , inne . (r,ri=1,...0;s=1,...0) 
OPr DE. Mn De Or O4; 


Das System der Gleichungen (51.) nimmt hiernach die Form an 


an e u. 
< { *) ! r O F . O/Yr ' < 0, J, ! 
Fe onn 172 n Im In ei op ver > el I Pr, m, er ds 
_ r E } J Ir 
(60.) m,n=]1,...0 n=1L..e s=hl....e j 
6, Be h 
17 Pr ui a Fe _ Fa (r=]1,...0) 


und man sieht unmittelbar, daß in der Tat diese Lagrangeschen Gleichungen 
vermöge der oben aufgestellten Bedingungen von p,-.- 2,21... , unabhängig 
sind, und die Koeffizienten von p, durch den Ausdruck 
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( Ir Oo Y% 


a7 op: OP: 
j" gegeben sind. 


Eine Elimination der Parameter »,,...p, in algebraischem Sinne 
71 u N . . » 3 . . zw \ 
zwischen den Gleichungen (60.) und dem Differentialgleichungssystem (52.) 


/) 


welches für die Form (59.) des kinetischen Potentials in 


n AETReD 21,10) (0) 
re Lt Op“ Ow | 
5 7 = mn mn j t ! 
— di. ı A, FE Eun( 2, Pı + +++ _ Pet R ) gq 
yi 04: 45, 99s, 
Bu u, Ss . ) m,n u : O0 
aAHF o 0% | « 938: , 
> a 7 E- - 
(61.) a, — —, Ey P: war} 4 
Is ri Is, | Is 
[7 I - 
! d = Bez) (0) „(INA'!'ıL 4 = 
T E90. zul, Pt tw Pet Ya) Int 9, | 
y=J m] . 
(„m1,2,..60) 


übergeht, wird also nur dann möglich sein, wenn auch in dem System (61.) 
die Parameter »,,...», nicht enthalten sind, oder wenn, wie leicht durch 


‚(v) 


Difterentiation nach », (v=1,...e) zu ersehen, w,=0, und die Differenzen 


oF 09, oO4%,, 04. 
-»_—-—ı wu — + | Gau... 
O4s, 0! ( 4s, O4s, 


nur von £,41,.-.7, abhängen. 
Wir sehen somit, daß, wenn die Differentialgleichungssysteme (51.) 


y- 


und (52.) von p,.../,, das erste außerdem noch von p, ..., unabhängig 


sein soll, die notwendige und hinreichende Form des kinetischen Potentials 


durch 
- En , ) / \a'ın! 
N —,.,(f, Ze RP u UT. ww. t,9; Go) Im 
- rl. : I. m,n=] .O 
(62. | 
: ? m 24 wu R- 4 ? \ 
+ =, X, (5 Pu *-- 93 Pt I Pi fuer. g+ Ft, pir=-+- is +-) 
r, l,...0 s—=]1,...0 
gegeben ist, worin die Differenzen 
‘ Ar, ( Ir ( F ( Kı 4; Ir O FF N OÖ 7 ( J N ( 1? 
en ’ + ,) i Pr ’ Pr „ er w 
OPr O Pr, OPr Oo! O Pr 04; O4; ot 04; O4; 
(,r,=1,...0; 8,53=],...0) 


nur von £,9,,-..9, abhängen dürfen, und die ersten dieser Ausdrücke die 


Koeffizienten der Größen p, in der rten Gleichung des Lagrangeschen 
Systems (51.) darstellen. | 


Im # 
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Berechnet man nun aus dem Gleichungssysteme (60.) die Größen 
Pis:--p, als Funktionen von f,y+--913.-- 91 ,... und setzt diese Werte in 
das System (61.) ein, so erhält man o Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung in den Variabeln 4,,...9., welche im allgemeinen kein kinetisches 
Potential besitzen werden, was an einem speziellen Falle zu zeigen genügt. 

Setzen wir nämlich 


. Bo: ER E A0R 
e=2 ul FO, Y: shthtPpıp +5P+3p; 
TA ’ 
/3 = ,4 + >Pı + Pı Pe, J, —»ı + 4» 


so sind die oben aufgestellten Bedingungen sämtlich erfüllt und das kinetische 
Potential nimmt nach (62.) die Form an 


' ' 0 '? 1 3 | 2 ‘ 

H (Ant WERNE +GR ++ PP + 5PE+ 3P3)P: 
1 7 1 ) ! ! 
a; (5 + JPı + pP.) P: ++); 


worin die g und w beliebig gewählt werden dürfen; es wird 7 die Para- 
meter », und p, enthalten, wiewohl sie aus den « Lagrangeschen Gleichungen 
herausfallen. Dieses kinetische Potential können wir durch Abziehen des 
vollständigen nach ? genommenen Differentialquotienten 


z 5 pi Pt 5 pi P%) -(p, Pat ; pp +- (, pi + Pi P2)P: 


auf die einfachere Form bringen 


, ' 0 12 ı : \a! 
H=gu(t, MP t Pak, WPNt+ Wi (4,9) ++ + 39) +(m+m)g, 


und spezialisieren wir dasselbe noch weiter dadurch, daß wir 9, =Y.,=w()— 1 
setzen, so wird das Differentialgleichungssystem (51.) in 


9 qı + q + 3p =0) und 3 Pi E= qı = () 


übergehen, so daß die hieraus entnommenen Werte von », und », in die 
Lagrangesche Gleichung (52.) 


21 -(+1l)p -p=0 
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eingesetzt, das Eliminationsresultat zweiter Ordnung liefern 
ı N l f > j \ 7 
1 t+,(mnrl)=d, 


welches den Bedingungen (7.) zufolge die Lagrangesche Form nicht besitzt 
es wird somit auch im allgemeinen die oben durchgeführte Elimination nicht 
auf Lagrangesehe Gleichungen führen. 

Wir finden somit. dap, wenn. dıe (Grleichungssyst I (51.) und (52.) di 
Parameter pys ++: Pos und ersteres auch py,...p, micht enthalten, die Elımı- 
natronsgleschungen im den ( die Lagrangesch lorm ım allg I nen nicht 
hesitzen. 

Fehlen 

Ill. in den Difterentialgleichungen (51.) die Parameter »,,...y, und 
deren erste Ableitungen, so ergeben den früheren ganz analoge Ausführungen 
für das kinetische Potential die Form 


Bun \ ur / f n . ” 
1 I,.,0.(t{) pP. + 3, P,,\8, 9 + ) Put Sal Vin (Er Qıy---)Pı 


vl, [#] 7 ® .®: I, N R RE 
S » 


+... + ıp'? AR, Tiy-)Pot rail nt + 7 Z IPs +1: 


EL. 
+ 3,9, 912-1.) + [ (E,Pıy Is -- 
s=1,...0 
worin die Differenzen 
OF oy, ( 4 PAR: 
TE Wu. und 2 
OPr Or ( Pı O4 
nur von f£,9,,-.. 7, abhängen, und 
ni } /Yr ( Yı U Ww, \ 
ist; in der 'Tat geht dann das System (51.) in das von »,....p, und deren 
ersten Ableitungen freie Differentialgleichungssystem 
> y” (t, Gin) 0-2 Or — 5 u, " D u 
u Yo AQı En 3, PS 55,93, 
an Ne. N.» Ä 


d | 
AR ld + Eprlt, Et Zelte) RD 


rs 











218 Koenigsberger, über die Lagrangeschen Gleichungen der Dynamik. 


über, aus denen sich die in den zweiten Ableitungen der q linearen, in deren 
ersten Ableitungen quadratischen Werte 


(69.) 9 el.) 


ergeben werden. 

Fügt man die weitere, für die algebraische Flimination der » not- 
wendige Bedingung hinzu, daß auch das System (52.) von p13+.- Pas Pis+-- P) 
unabhängig sei, so findet man leicht aus den eben gewonnenen Resultaten, 
daß die notwendige und hinreichende Form des kinetischen Potentials für 
die Bedingung, daß die Differentialgleichungssysteme (51.) und (52.) yı,:.-p 
Pi,+-- pP, nicht enthalten, durch 


0) 


BT. | — u x ‚(v) \ ' ' 
H= 2,0, PP t Sn Pr kb) t Fun Yan Tr) 1a le 


Lt =]1,.,..P r=1,...0; sı=1,.,. 0 


4 


i7'2 — 1; .Ö 


a re SA ER 7 ü 
ED... Gun ++», Pt Zst „(db 2:0) (#, Pır++-Qiy+ ++) 


y,= l,...0 


gegeben ist, worin die Differenzen 


« 


oF 4 O%r oF + u? 0, 0% 
ot’ | 


OPr 09; ot’ 09; O4s, 


nicht von den Parametern p,,...?, abhängen, und die Gleichungen 


0% Ok _ Om Or __ pr O4 0 I _ pr; 


Op, O9, ot ” 04; 0g, ' 04; OPr ot 


identisch befriedigt sind, wodurch leicht eine Vereinfachung des Ausdrucks (64.) 
durch Subtraktion eines nach / genommenen vollständigen Differential- 
quotienten ermöglicht wird. 

Soll das kinetische Potential die Zeit ? nicht explizite enthalten, so 
werden die Funktionen o,, (f) Konstanten, 


F=2( ‚Pr+ F, Bi... 


r=1,...0 


worin auch €, konstant, und die übrigen Funktionen den Bedingungen unter- 
worfen sein 


— 


O%r ei I Ogrs, ir Or; Or >” 0%, 
op Opr’ 0g; 09, ) Ö g; ey Opr ) 
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während 
oO > 8, e I $ 


0 Is 1% Is, 


von 1... p, unabhängig ist; ist die letztere Differenz gleich Null, so bildet 
der auf die z und 9 bezügliche Summenteil von (64.) einen vollständigen 
nach ? genommenen Differentialquotienten, und es wird somit dann das 
kinetische Potential in die Form 


” t ' ' — ' 7 . () \ 
H=- >: nd, +2, (9; RN q„t2, h u‘ td, N q, 
v ...o ’ E 


ru =1, r=]1,..058 .@ $ı, Er 


+2, Pt Kg, FR Is) 


r=], 1 
und das System (51.) in 
d <. ' < \ R pP (' 
te) Veh. 
n=1,...o ,=1,...0 


übergehen. 

Da nun die Substitution der Werte »/ aus Gleichung (63.) in das 
Gleichungssystem (52.) wiederum o in g,,...g. lineare und in q/,...g, qua- 
dratische Gleichungen liefert, so wird man für die Frage, ob dieselben die 
Lagrangesche Form besitzen, diese nur für eine »- und zwei g-Gleiehungen zu 
beantworten brauchen, da eine sukzessive Elimination von y,, ps, --. P, Immer 
wieder zu demselben Problem führt. 

Sei also o=1 und 0-2, so wird, wie oben gefunden, wenn wır der 
Kürze halber annehmen, daß A = P,=0 und ? nicht explizite in // vor- 
kommen soll, das kinetische Potential die Form haben 


\ 


Im ’ mic ’ 
A > Pı tPpı (Hl) + Pl 9:)1)+ v9 92)Qı + 2 vl) Nil 


7 (4192): + Zı (Pre) Pit IP) nt Il P 9102) + Cp+Flq 22), 


worin 
O9, __099,, O4 _0%, X 09, 
0, 9’ 9 Op’ 9, Op’ 
20 0% 0%, nn 2 
und die Differenz dd, mp unabhängig ist. Setzt man den aus der 
q, 0q 


zu », gehörigen Lagrangeschen Gleichung sich ergebenden Wert 
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N n 
„ 1 " OÖ 1 .nr 9 OPı.r. 0%; n ) 
J = —ı([ { — ( 3 4]lo 5 ( 2 P ( Us A ds - ( 
Pı Pııı f 12 12 oq, I 0q, I: 0q, 1? ro, 


in die beiden anderen Differentialgleichungen (52.) ein, so gibt eine leichte 
Rechnung die Gleichungen 


(Zay,, Pu) +4 -(2yo— YıPı + ng + DR 17: 
Halt 9, Bye (ih H)_ IE 40-0, 
ey eg 

et) „2 21) 0, Hime=0, 


und die Vergleichung derselben mit (17.) zeigt unmittelbar, daß die für die 
Gestalt ZLagrangescher Gleichungen notwendigen und hinreichenden Bedin- 
sungen (19.), (21.), (22.) und (23.) identisch erfüllt sind. Wir finden somit, 

dap. wenn ın den Differentialgleichungssystemen (51.) und (52.) die 
Parameter Pıy+**Po und deren erste Ableitungen fehlen, die Elimination der 
zwetten Ablı tung N dieser Parameter auf 0 Differentialgleichungen sweiter Ord- 
nung in den Parametern q,..- 9, führt, welche die Form Lagrangescher Gler- 
chungen für ein kınetisches Potential erster Ordnung besitzen.”) 


“) Mit Rücksicht auf die nachfolgenden Untersuchungen mag zunächst hervor- 
sehoben werden, dal, wenn das kinetische Potential (64.) die Zeit nicht explizite ent- 
hielt, vermöge der oben für die Koeffizienten angegebenen Bedingungen 


l I 4 Oo B 03. e 0%; 4 OY; en 
ER ER RU EEE 
op, PL >, pP ur Op, OR : | Proben s3=ı O4, 
folgt, und daher das Gleichungssystem (51.) durch Integration in 
n 
oH “ 
—— 7,.+t „+ / P.dt+ C, (v=1,..0) 
co» R 
- [ N) « 
übergeht, worin «, Integrationskonstanten bedeuten — ein Fall, auf den wir später wieder 


bei der durch unmittelbar ersichtliche Integrationen ausführbaren Elimination von Para- 
metern zurückkommen werden. Aus dieser letzten, von p,,-..P, freien Gleichung ist 
aber ersichtlich, daß sich p1,.p2, ...p, durch 9,,-.. 46 und deren erste Ableitungen aus- 
drücken lassen, und man würde, wenn man diese Werte in // substituierte, für (#7) eine 
l"unktion erster Ordnung in gı1....4u erhalten, welche jedoch wegen Einführung der In- 
tatsächlich existierende 


teerationskonstanten nicht mehr das, wie oben bewiesen worden, 
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Nachdem wir die Elimination der Parameter p,,...?, in den Fällen 
behandelt, in denen je zwei von den Gruppen der Größen p,,p/,p! in den 
zu den p gehörigen Lagrangeschen Gleichungen fehlen, muß noch die Frage 
erörtert werden, wie es sich mit den Eliminationsgleichungen in den Para- 
metern 9,,.-- 9, verhält, wenn jene Gruppen entweder nur in den zu den q 
gehörigen Differentialgleichungen (52.) oder zum Teil in den zu den p, zum 
Teil in den zu den q gehörigen Lagrangeschen Gleichungen fehlen. 

Mögen zunächst die Größen p1, --- P,, Pi, --- 2, In den zu den Para- 


metern 9,,..-q9, gehörigen Differentialgleichungen (52.) nicht enthalten sein, 


kinetische Potential erster Ordnung der durch Elimination der p,,...p, erhaltenen Eli- 
minationsgleichungen in 9,,...95 wäre, welche die ZLagrangesche Form besaßen. Sei 
z.B. — ganz unabhängig von dem oben behandelten Falle — das kinetische Potential 


erster Ordnung der Parameter p und q 
‘ ! ’ ! ! 1 ! D) E 
H=egtgp+tg+taptzp td’ 


gegeben, so dab die zugehörigen ZLagrangeschen Gleichungen, wenn P=(W)=0 voraus- 
gesetzt wird, 


d 5) ’ ' fr M rn 5 2 < ' 
Pr (7 +gq +p)=0 und 2g°q +p +2g'q — 2qp — 1=0 


lauten, so wird der aus der ersten durch Integration hergeleitete Wert 
p=—g—g, 
in die zweite substituiert, die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
@g’—1)g’ +2g9g°—2gle—g)—1=0 

liefern, während derselbe das kinetische Potential H in 

.ne_1 PIRRNER bi; 
A)=1g4 57 - Pirat tgrze 

überführt. Man sieht aber leicht, daß die Differentialgleichung zweiter Ordnung in q 

eine Lagrangesche Gleichung für das kinetische Potential erster Ordnung 
Key’ ag + tel 

ist, während die zu (MH) gehörige Lagrangesche Gleichung 
Ze—1)g"+2gg’+2g’—1=0 


lautet, und sonach mit der oben gefundenen Eliminationsgleichung zweiter Ordnung in y 
nur für c=O zusammenfällt. 
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so wird die Differentiation dieser Gleichungen nach p/ und p} durch ähn- 
liche Transformationen wie oben für das kinetische Potential die notwendige 
und hinreichende Form liefern 


H=2,,9,.(b91°:9)%,9, + Zn Ynn(bPıs ++ Por le+1, 10) Pr Pr, 


4, =1,...0 r,r3=1,...0 
>> mn >> ' 
r 2, On ll Pı a Po» Io mal? 46) Pr @s, +=, pP; (t,Pı; eg Po‘ In: r -1)9; 
(65.) n=1,..0;3=0+]1,...0 s3—1,...0 
he ! < ' 
+2,v,(t, Pır ++ Por Ir 1) + 3, 0, (ty, Pı, Por ln Go) Pr, 
=0+1,...0 r,=]1,..0 


+ Fl, Pıy- "Per Qı+-- 40) 
worin 
dur _ O9 
09 er Op- 


(r,s=1,2,...0) 


ist, und in der Tat werden dann, ohne daß wir erst den Ausdruck (65.) durch 
Subtraktion von nach ? genommenen vollständigen Differentialquotienten ver- 
einfachen, die ersten og Gleichungen des Systems (52.) 


_Z2 dm tt _E Mag _ zn 9% AR. 0W,, „ _OF 
Ein, &n Ö Is Is, ls sı 0g; Is, $9 0gs 89 rı 09; Pr, 0g; 
,=1,...0 s3=1,...0 s=0+1,...0 r,=1,...0 
d > ’ — (J fe—1.? 
+ di (2, 9,,, ‘A + p)= s (s=1,2,...0) 
s=]1,...0 


vermöge der angegebenen Bedingung zwischen w, und g, von p1,-.- Pi, Pıy+-- Po 
unabhängig sein. 
Die aus diesen oe Gleichungen hergeleiteten Werte 


(66.) FE 5 A: U Our WIE PORNRe (FE SARRBRR 


und deren nach ? genommenen ersten und zweiten Ableitungen werden nun, 
in die zu den Parametern p,,--- Pas %o+17-:- 7, gehörigen Lagrangeschen Glei- 
chungen substituiert, o Differentialgleichungen in den Parametern q,,...9, 
von der vierten Ordnung liefern, welche in den vierten Differentialquotienten 
linear sind, während dieselben Substitutionen, wie unmittelbar zu sehen, das 
kinetische Potential in eine Funktion dritter Ordnung dieser Parameter ver- 
wandeln, in welcher die dritten Differentialquotienten im allgemeinen qua- 
dratisch vorkommen werden, so daß also das Differentialgleichungssystem 
vierter Ordnung nur ein Integralgleichungssystem der zu (#) gehörigen 





\w 
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Lagrangeschen Gleiehungen sechster Ordnung liefern wird. Um nun nach- 
zuweisen, daß das durch Elimination hergeleitete System vierter Ordnung 


im allgemeinen kein kinetisches Potential zweiter oder dritter Ordnung besitzt, 
wird es nur nötig sein, dies an einem speziellen Falle zu verifizieren. Sei 
für zwei Parameter q9 und » das kinetische Potential gegeben 


H=pp’+4"+pq, 


so wird, wenn P=Q=0(0 angenommen werden, die zu q gehörige Lagrange- 
sche Gleichung 
p -29 =0 


p' und p” nieht enthalten, und der Wert von p in die zu p gehörige Gleichung 
—g+2pp"+p"=0 


eingesetzt, die gesuchte Differentialgleichung vierter Ordnung in y 


+8" +4” =0 
liefern, während das transformierte kinetische Potential 
(H)=8g4" 4" +24" +9" 
lautet. Die zu (/7) gehörige Lagrangesche Gleichung 
+2" +1" "0 


hat, wie unmittelbar zu sehen, jene Differentialgleichung vierter Ordnung 
zum Integral, diese selbst aber hat nicht die Lagrangesche Form, weil sie 
sonst ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzen müßte — ein solches 
dritter Ordnung ohne eines zweiter Ordnung kann sie nach einer früheren 
Anmerkung nicht haben —, die linke Seite dieser Gleichung aber der Be- 
dingungsgleichung (39.) nieht identisch genügt. 

Fügt man zu der Annahme, daß in den zu q,,...q9, gehörigen La- 
grangeschen Gleichungen pi,..-P,, Pi, ---?, fehlen sollen, noch die Bedin- 
gung hinzu, daß außerdem in all den übrigen o Gleichungen die Größen 
Pi,---P, nicht enthalten sind, so findet man wieder leicht, daß das kinetische 
Potential // in (65.) die Form annimmt 


29* 
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H=>, 9. N.) t+ Fr pt Pır--- Por 913 ++ 46) 9a, 


s,5=1,...0 s3—=1,...0 
(67) +2, v,(t,Pıy--- Par ln). t 3,0, (d, Pıy»- Dorlr:: Io) Pr. 
s=e+1,...0 r, =1,...0 


+ Ft, Pıy--- Per fir: 06) 


mit den identisch zu erfüllenden Bedingungen 


00, Op; 
(r,s=1,2,...0) 

0g OPpr 

und es wird somit die Substitution des Ausdruckes (66.) in // für (/7) eine 
in 9, ,...97, lineare Funktion dritter Ordnung liefern, für welche die zu- 
gehörigen Lagrangeschen Gleichungen im allgemeinen von der fünften Ord- 
nung sein werden. Da aber die zu P.---ParQorıs:--9, gehörigen Diffe- 
rentialgleichungen, wie aus (67.) ersichtlich, die Größen »\,--.p 


2 
» 


linear 
enthalten, so werden die durch Substitution von (66.) resultierenden Diffe- 
renttalgleichungen in den Parametern q,....9, im allgemeinen von der dritten 
Ordnung linear sein, so daß die oa Elimmationsgleichungen dritter Ordnung 
in den q nur Integrale der zu dem kinetischen Potentiale (H) dritter Ordnung 
gehörigen Lagrangeschen Gleichungen fünfter Ordnung sein werden — doch 
können dieselben in speziellen Fällen auch die Lagrangesche Form besitzen. 


So wird z. B. für das kinetische Potential von zwei Parametern 
H=gag’+pg+ p 
die zu q gehörige Lagrangesche Gleichung 
7 -p+2gg —0 


von »' und p»" frei sein, und der hieraus sich ergebende Wert von » in die 
zu » gehörige Lagrangesche Gleichung 


2p+tg=V, 


welche wiederum selbst »" nicht enthält, eingesetzt, die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


499 +29” +2g=0 


liefern, während das kinetische Potential durch die Substitution von » in 





sw 


u 3 
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(H=4g +4 regt r+2gg” 


übergeht. Da aber die zu (/7) gehörige Lagrangesche Gleichung 
— 299 —g - 10-1299 Ag —1l16ggg —0O 


lautet, so muß, wie man auch sogleich verifiziert, die obige Eliminations- 
gleichung zweiter Ordnung in y ein Integral dieser sein; aber jene Gleichung 
hat auch selbst wieder das kinetische Potential erster Ordnung 


was schon daraus ersichtlich, daß dieses Beispiel auch dem oben behandelten 
‘alle I. angehört. 

Für den allein noch übrig bleibenden Fall, in dem die ersten und 
zweiten Ableitungen einer Anzahl von Parametern des Problems zum Teil 
in den zu diesen Parametern gehörigen Lagrangeschen Gleichungen, zum 
Teil in den anderen, nicht zu ihnen gehörigen Differentialgleichungen fehlen, 
kann man ebenso leicht die Form des kinetischen Potentials aufstellen und 
schließen, daß die Elimination uwederum auf ein Differentialgl. ichungssystem 
merter Ordnung führt, wahrend das Iransformuerte kınetische Potential "ON der 
dritten Ordnung wird, und dap somit ohne weitere beschrankend.: Annahmen 
die durch die Elimination erhaltenen Differentialglerchungen nicht die lorm 
Lagrangescher Gleichungen besitzen werden. 

So wird sich unter der Annahme, daß von vier Parametern »,, Pa 41 9» 
in den zu p, und g, gehörigen Lagrangeschen Gleichungen die Größen 
PP P1, Pa, pP» wicht enthalten sein sollen, für das kinetische Potential die not- 
wendige und hinreichende Form ergeben 


H=92(t, Pr Pa I 1) Pa + Yın (b Ps Par I 9) di + Wr (db, Pi, Pr I 92) E 
+0, (4, PP Is 92) pı 2+ 8 (l, Pr Por 2) Rt; (&, Pi Pa 91, 92) q q> 


+ 91 (b, Pr, Par 11 92) Pı + Pr (bh Ps Pr In 2) Pr + Yı (ll Pr Por 91 92) Qi 
+ 9 (5, Pu Po) Rt Fr Pa Ta 92) 


deren Koeffizienten den Bedingungen unterworfen sind 





OP;; Eis () 09;; Fun () o%,, Er () oy,, () 0@, : 0w, dw, om 
ei. auch u 


’ 2 ’ 


m 7 n N I # = = 

c Pı og, Op, OP; OP Op, og, up; 
N N N N N N 7 
o0W, _0®, og, = O%, 09, = © w, O9, 2 ow, 
BB RUN nat  9p, 
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Daß aber die Elimination von p, und p, im allgemeinen nicht mehr 
Lagrangesche Gleichungen vierter Ordnung in q, und 9, liefert, wird aus 
dem Beispiel ersichtlich sein, in welchem das kinetische Potential durch den 
Ausdruck 


! 2 ' ! ' ! 1 
H=p+n+petnRt+5P+QPp+% 


gegeben ist, der den aufgestellten Bedingungsgleichungen Genüge leistet; setzt 
man nämlich aus den zu », und g, gehörigen, von »,, p3 Pi, Pr» freien La- 
grangeschen Gleichungen 


Pı = q3 und P= 29, + gi’ 


die Werte von p, und p, in die beiden anderen zu p, und 9, gehörigen 
Differentialgleichungen 


2 = und pı + =1 


ein, so ergibt sich als Eliminationsresultat das Differentialgleichungssystem 
in q, und @; 


44, +24 —-q=0 und 9% +4-1=0, 


während das kinetische Potential in den Ausdruck dritter Ordnung übergeht 
rm? rs _ımn rm r tm 1 zZ Z Z " .ı. 
MA et trete treten tet R- 


Den zu diesem (7/7) gehörigen Lagrangeschen Gleichungen sechster 
Ordnung genügen nun, wie leicht ersichtlich, die oben gefundenen Elimi- 
nationsgleichungen vierter Ordnung, die jedoch selbst nach den früher ent- 
wickelten Bedingungen kein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzen. 


$ 5. 


Nachdem mit Hilfe von Voraussetzungen, welche für eine Gruppe 
Lagrangesceher Gleichungen eines zu einem kinetischen Potential erster Ord- 
nung gehörigen Differentialgleichungssystems gemacht wurden, die Form 
dieses Potentials bestimmt worden, für welche die zu jener Gruppe gehörigen 
Parameter durch algebraische oder durch Differentiation herstellbare Elimi- 
nationsprozesse sich herausschaffen ließen, soll die Frage der Reduktion der 
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Lagrangeschen Gleichungen auf eine geringere Anzalıl derselben noch von 
| | dem Gesichtspunkte aus erörtert werden, daß zwischen diesen Gleichungen 
| eine Elimination von Parametern mit Hilfe von unmittelbar ersichtlichen 
Integrationen sich ermöglichen läßt. 

Wird zunächst angenommen, daß die linken Seiten der Differential- 
gleichungen (51.), in denen P, Funktionen von f oder Konstanten sein mögen, 
sich identisch als nach ? genommene totale Differentialquotienten von o, 
wiederum von £, Ps ++- Pas Pır +++ Por Jıy +++ For Qis-- %, abhängigen Funktionen X, 
darstellen lassen, also 


oH d , oH 

re = r (K,— n r) (7 =1,...0) 
OPr dt OPr 

ist, so würde folgen, daß, weil die linke Seite nur die ersten Ableitungen 

aller Parameter enthält, der Klammerausdruck nur von f und den Parametern 

selbst abhängt, oder 


K— In = (bp “Pay Ts +-- de) 


ist, und somit 


oH [77 df; 


(68.) 3 


in den ersten Ableitungen sämtlicher Parameter linear sein muß. Die Vor- 
aussetzung der identisch befriedigten Gleichungen (68.) liefert aber die Be- 


ziehungen 
u ofr Of 
(69.) / fr = A,ry 
Op: OP-r ’ 
worin 2,,=—x,, Konstanten bedeuten und z,,=0 ist, und unterwirft man nun 


eine Funktion p (t, Pıs--- Pos Yu ---%) den Bedingungen 


og o 
op, — 4 h Zi hr Pi + o,(t), (r=1,..0) 
= 
f 1 r 3 l - ’ Y . o - 
worin 4, =—4,=5%,, und w,(f) beliebige Funktionen von sind, so ist 


die Bestimmung einer solchen Funktion p möglich, da wegen 
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0 dp, _ Of 


u +4. und ET u hr, 


nach (69.) die Integrabilitätsbedingungen erfüllt sind. Leitet man nun aus 
dem Werte von den den Gleichungen (68.) genügenden Wert des kinetischen 
Potentials in der Form ab 


d a a ' ’ 1 ’ : ; 
Luahaı = P =: Pr [A Pr + o,(t)) +4 (t,pı, + Pos Jıyr++ Jar Yıre+* 0); 


r,r=1,...o 


worin F eine willkürliche Funktion der eingeschlossenen Größen ist, so kann 
man im vorliegenden Falle das kinetische Potential mit Weglassung des 
totalen nach ? genommenen Differentialquotienten in der Gestalt annehmen 


(70) H=— 3,9, (Ar Ho, D)+ Feb Pin Das har dor din Bo) 


s,r=L... 0 


für welches das Gleichungssystem (51.) in 


2 OF\ _ 
Am +0, .9+5(Z Ar P +tan)=P (=1,...0) 


ei r=1 


übergeht, oder durch unmittelbar ausführbare Integration in 


(71.) 22, iu +0, +2 er =/PB dt+e,, Bei.) 


worin c, die Integrationskonstanten bedeuten, 

Fügen wir nun noch die Bedingung hinzu, daß die Lagrangeschen 
Gleichungen (51.) die Parameter p,,... 2, nicht enthalten sollen, so wird 
nach (71.) 4,.=0 sein müssen, und somit das kinetische Potential (70.) in 


“ 0 
(72.) H= .(d Pr +F (t, Pr Par Qu» | ße); 


und das Differentialgleichungssystem (71.) in 


(13.) w, (D+3, 5=/P. dt+c, (r=1,...0) 


übergehen, während das Differentialgleichungssystem (52.) die Form annimmt 
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(74.) 0 4 ! —={) b 1,...0) 


nr x 
O4; 


dt« g: 


also selbst wieder p,,...?, nicht enthält. Um nun die Parameter y,,...7, 
oder vielmehr deren erste Ableitungen zu eliminieren, werden wir die Werte 


derselben aus (73.) in der Form darstellen 


e\ 


(19.) P,»=Y, (E, Qyy 0, Gay Qıy +++ Go) 


und in (74.) einsetzen, so daß diese Substitution die Gleiehungen 


76.) + ee 


Od, 
i 


liefert. Da aber nach (73.) 
o(F\) FF P oF Op! ( ! Y ö e’D 

(F') SIR en‘ P: (2) i (/ Pdt-o»(d+e\E. 

( 4 ( (fs ke y J ( VE ( 4 an E \ 4 “ 


3 F aF 9 oF r ) of 0 Fe 0} ER, 
) ® € ‚) + > ( .) e ! — | ‚ ‚) + x ( / I (ti ” [ | 6.) - E 
O4; ( ds r=ı Op 04 \ O4 ro] N FR 


ist, so werden die Gleichungen (76.), wenn 


\ 
min 
it 
+ 
| 
a ] 


| 0 
(f ) R; ( / / dt (O)+e,) (; 
| 1 \« 


vesetzt wird, die Form 


Q FF dd 7% 
- + 2.55-Q, 
oq dt og 


annehmen und somit Lagrangesche Gleiehungen für das kinetische Poten- 
tial F sein, welches wiederum von der ersten Ordnung ist. Wir finden somit, 

dap, wenn die linken Seiten des Systems (ol. nach TE genommene voll- 
ständige Differentialguotu nten sınd und Pıs+*- Pa nıcht explizit enthalten, di 
Ehminahlon der Parameter P swischen dem (rleichungssyste Mm (51.) und (52.) 
auf 0 zu einem kinetischen Potential erster Ordnung (Je hörıyı Lagrangesch 
(rleichungen in den Parametern Ir + do führt. 

Für den Fall der verborgenen Bewegung macht /lelmholtz die An- 
nahme, daß das kinetische Potential erster Ordnung zunächst ein solches 
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wägbarer Massen sei und ferner die Parameter p,,...p, selbst nicht explizite 


enthalte, so daß die oben gemachten Voraussetzungen durch diese Annahme 


0202 } oH z a RN BEER 
befriedigt werden, indem wegen „ =0 die linken Seiten von (51.) in die 


cp, 
s .. nd ... . . H ..1 g . . 
vollständigen Differentialquotienten j5 5,7 übergehen, und die Integration 
( OPr 
derselben 
oH 
- - = (C,. (r=],...4 ev) 
OPr 


und somit nach der Eigenschaft des Potentials wägbarer Massen », in (75.) 
als lineare ganze Funktion von 9,%,...4, liefern wird; die Funktion F 
ist dann nach (72.) //, und das kinetische Potential der resultierenden 


-Gleichungen 


77 T-IIN-S/ | / 
(1.) H=(H)—Z( / P.dt+c,)(p) 
rl « 
besitzt dann auber den quadratischen Gliedern in y,.... 4, diese Ableitungen 
noch in linearer Form, was bei kinetischen Poteniialen wägbarer Massen 
und Bedingungsgleichungen, welche die Zeit / nicht explizite enthalten, nicht 
eintreten kann. Wird also die Bewegung eines in den Parametern 5... 4, 


freien Systems wägbarer Massen durch ein Differentialgleichungssystem 


Ay] d« H 
09; dtc gs 


(J ( Be 


beschrieben, worin // eine Funktion von ser Jos As 4, ISt, welche nicht 
nur in 45... 4, quadratische, sondern auch lineare Glieder enthält, so schließt 
Teimholtz, dab diese Gleiehungen das Eliminationsresultat von 9 Parametern 
Pi. /, aus den Bewegungsgleichungen eines zu den Parametern 1... Ya Pır++-Ps 
gehörigen Gesamtsvstems bilden, für welches das kinetische Potential // ein 


Potential wägbarer Massen ist, welches die Größen P1,..- Pa 41... , nur in 
der zweiten Dimension enthält, und mittels dessen unter der Voraussetzung, 


j i .. > oll i s 
dab // die Parameter p,,...?, nicht explizite enthält, also „0 ist, sich 
j S Pr 
. W ..;/) ! t | . d oH ) 
die Größen p,,...y, aus den Lagrangeschen Gleichungen na P. berechnen 
e ’ ; dic Pr 


und in die y-Gleichungen substituieren ließen, die dann in die obige Form 


für das kinetische Potential erster Ordnung /7 übergingen. 
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. 


lüs mag noch bemerkt werden, daß, wenn // ein kinetisches Potential 
wägbarer Massen mit nur quadratischen Gliedern in den Ableitungen der 


Parameter darstellt, die Voraussetzung, daß die Layrangesehen Gleichungen 
51.) und (52.) die Parameter p,,...p, nicht enthalten sollen, wie sieh dureh 
einfache Überlegungen ergibt. die den früher bei den Eliminationsprozessen 
angestellten analog sind, auf die notwendige und hinreichende Form des 
kinetischen Potentials 


H= > p,, Ef, (m. 1)P, 2. + = w;, (t, Iso» ] p; uf 


Y1,r3 1 


«0 } ] M) l 


7 > Ks, „es (fiye,. 1,) ds Is, En N, Pı + ., = N, l’o T l' A vi u... 4 ) 
s,H—l,...c 


J 


führt, worin \,,...\, Funktionen von / sind, so daß die zu den Parametern 


Pıs-+-P, gehörigen Lagrengesehen Gleichungen die Form annehmen 


Me .p: 
top 
es ist somit ersichtlich, daß die Voraussetzung der Unabhängiekeit der 
« Lagrangesehen Gleichungen (51.) und (52.) von den Parametern pn... ), 
auf die vorher gemachte Annahme zurückführt, daß die linken Seiten des 
Systems (51.) vollständige nach / genommene Differentialquotienten sind, 
und daß der /lelmholtzschen Voraussetzung für das kinetische Potential der 
Wert X,—=0 entspricht. 

Dieser Fall der Elimination von Parametern durch unmittelbare Inte- 
eration und der kKeduktion auf eine geringere Anzahl, dem ursprünglichen 
Systeme äquivalenter, ebenfalls zu einem kinetischen Potential erster Ord- 
nung gehöriger Lagrangeseher Gleichungen soll an den folgenden Problemen 
erläutert werden. 

Sei ein freies System von » Punkten mit den Massen »n,,..., und 
den Koordinaten x, Yız Z13 ++ %, Y,, 2, gegeben, zwischen denen innere kon- 
servative Kräfte wirken, deren Kräftefunktion durch U (5 Yıs Sys ers us Yas In) 
dargestellt sei, und werde diesem freien Systeme von » Punkten ein Punkt 
mit der Masse « und den Koordinaten S, ,,,- angeschlossen, auf den eine 
sollizitierende Kraft nieht wirken soll, dem also nur eine Anfangsgeschwin- 
digkeit erteilt werde, und dessen Lage in Beziehung zur Lage der » Punkte 


des freien Systems 


+) 
Le 
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I. durch eine Gleichung der Form 


(78.) s=f(&,1,24Y2) 


bedingt ist; so soll zunächst gefragt werden, wie die Funktion / beschaffen 
sein muß, damit das kinetische Potential der +1 Punkte mit den Massen 


u 


nyY ı 


1, ... m 


l 2 | !’) 3) “>| ) 7 
H=-,2 nat ra) ya tn +) U ya 2) 
von 5 und », unabhängig ist, also, wie wir oben gesehen, eine Elimination der 
Parameter $5,n,{ und ihrer Ableitungen aus den zu den »+1 Punkten ge- 


hörigen Lagrangeschen Gleichungen sich wird ermöglichen lassen. 
Da vermöge (78.) das kinetische Potential die Form annimmt 


| Fa "2 Pe l | 2 | n. of er Of 
H= .) — m (, + N, . 4 ©; ) >) «u 5 4 7 + e & 4 1 
“de 1 


F2GE + + re 2))ı-t @ayan2) 


oO of of Ü / { 
so werden, wenn // von < und 7 unabhängig sein sollen, a. AT e =. 

0E On’ 0 ©Oy' 0:2 
diese Größen nicht enthalten dürfen, die Gleichung (78.) also die Form 
haben müssen 


-=as5+bn+w(a,yy2), 
worin @ und 5b Konstanten sind, und das kinetische Potential somit lauten 


H=—, Em? +y +27) arms +2abrr HA+ m" 


=1 


d # «dW 
+2(ad!+bn),, 4 a u Le) 


Die zu den Parametern 5 und 7; gehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
werden daher in 


doH doH 
a. —() und . ‚=() 
dt 07- dt« n 


oder, wenn die Integrationskonstanten mit — «c, und — «c, bezeichnet werden, in 
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l oH 5) uf N de | oH f \ ‘ia 
a = =(1+ a’)£ + dd I; 7 +4 — (Ü,, - - - — abe + (] t 7 N 4 ff) = Cu 
uogs dt 2 u or R » m lt 
übergehen, aus denen sich 
do / 12 ] ] (io) , IN ' 
| 4a + (1 4 ”)a—a GC, | a 1 +a)— abe, 
ae. 20 ö "= = 
| + a’+b ’ ] ra 7 h? 


ergibt. Setzt man nun diese Werte von S,n', wie oben gefordert worden, 
in // ein, so folgt für den Wert des transformierten kinetischen Potentials. 


wie leieht ersichtlich. 


/ \ x (3 ı 7 u rs /d10 
(IT) +) 1 ER r ’ Y „ / WA l T dt ] | \ Lt ) 
| u 
1+ NZ — Dal (] ) 
l ) / en (I Hd { f (I { 
2l+a’+!t | * cn 


und somit das nach (77.) für den vorliegenden Fall dureh 
H=(H)— uc,(E) — we, (1/) 


definierte kinetische Potential 


. 7 | le a f don: 
9)  H=-, Zm@a®+y? +2) - 9 (gr) 
Ser DEM TETNTTIT LS IH \g 


U r do > 


h u : | | 
7 2 N (dC .. hc, y Ei — ‚(a | IA >) rt) a Ga ı”\ :) 
[Fat Marc) ira za U rN)a—-Ssadaco+(lra)ea 


“di du 


- Ua, 2 


/) 


nach welchem die Bewegung der Punkte x,,y,,2; dureh die Lagrangeschen 
Gleichungen beschrieben wird 


7 oU Al oode 
M;T, = — = | T 
8; l -r a’ -+- b’« 2 dt 
) j oaU [Fi oe d'’o 
(S0.) ny = .—— (i=1,...n) 


Oo, 1 + a" + b’« Y dt”? 


. oU u oo d’o 


m.2 j 
N 0: I+a?’+b 02, dt?? 


die Bewegung des Punktes mit der Masse « ist dann dureh die Gleichungen 
bestimmt 
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Be a ER (I+b)e —abe, 
2 1 +.a’-+b? 1-+a’+b* a 
L (1 -+ a’)e — (be 
21 \ RE 2 Era 

( 1.) " l + a’ +b’ en . l+ a” + b# + “n 
12 1 ac, + be, 
nn — e 0 t 5 —z ji 12 = ! L, 
. Wem Tode Der: wer hi urn, rd, 


in denen z, und 2, Integrationskonstanten darstellen. Die Gleichungen (81.) 
ergeben dureh Elimination von & die Beziehungen 
S=—-atcat+l+a)s tabs, und / F b-+ot+aba+ 14), 
woraus folgt, daß der Punkt « sich in der Ebene bewegen wird 
9-4 n+lag—bea)=cs|1+a)as+abr)|—c[abz, +(1+0) 2.1. 

Für den speziellen Fall der Bewegung einer der Schwere unter- 
worfenen Masse m, mit den Koordinaten x,,y, in der Vertikalebene, mit 
welcher eine in derselben Ebene sich bewegende, von keiner sollizitierenden 
IXraft angegriffene Masse « mit den Koordinaten 5, 


durch die Gleichung 


l 
(82.) n=as-+w(t,Yı) 


verbunden ist, werden somit die Differentialgleichungen, welche die Bewegung 
der Masse m, beschreiben, 


nn ‘ er 2 
R u 00d’o u Ododeo 


‘83. m,t = und m,Yy, = Mm, g— 


77 +a’ or, dt’ l1-+a’ oy, dt 


' 


lauten, während sich die Koordinaten der Masse « den Ausdrücken gemäß 


iindern 


Spezialisieren wir die ®-Funktion durch die Gleichung 


Mi) (X, Yı) = y—AaRı, 
so daß (82.) ın 


(89.) n— M=als—.ı) 


iibergeht, so folgt aus den Bewegungsgleichungen (83.) unmittelbar, daß 


ua „ ua’ 
aber m, Ft u)y, =m, ( ll 
Ira 9 (m, + u) Yı 1947209 


(m, + u)a, = 
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ist, oder daß der Punkt mit den Koordinaten x, und y, sich so bewegt, als 
wenn in ihm die Massen »», und « vereinigt wären, und eine konstante Kraft 
mit der durch die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen gegebenen Hori- 
zontal- und Vertikalkomponente auf ihn wirkte. Aus (85.) ist ersichtlich, 
daß, wenn wir uns eine durch den Punkt m, gehende Stange mit dem 
Richtungskoeffizienten « parallel mit sich bewegt denken, der Punkt « stets 
auf dieser Stange bleiben wird und, als sehr kleiner Ring aufgefaßt, sich auf 
der Stange so bewegen wird, wie wenn bei der stetigen parallelen Verschie- 
bung der Stange eine Vorrichtung zwischen nm, und « die Entfernung dieser 


Punkte den Gleichungen 


ie d \ = / l ; ‘li / 
= — (y, —azx,)- .t+2. = (w-ar)+ Ti; 
Ira I M 7 ae l+a J HN oda 


gemäb regelte. 


Ist endlich «=0, bewegt sich also die Stange, auf welcher »n, und « 


or 
Lee) 


liegen, parallel horizontal, so werden die beiden Layrangeschen Gleichungen in 
(m, - u) er 0 und (m, + u Yı =ım,( 


übergehen und der Punkt ,,y, sich also so bewegen, als ob in ihm die 
Massen »n, und « vereinigt wären, aber die Schwerkraft nur die Masse m, 
sollizitierte. 

Wirken nun zwischen den » Punkten ın,,...ın, Kräfte, deren Kräfte- 


funktion nur von den gegenseitigen Entfernungen abhängt und durch 


/ = .,,m m,Ä \? 


z, 


dargestellt sein mag, worin 
‚2 f . %2 f \2 r u 
nr) ty y) re — 


ist, so soll nunmehr die Frage beantwortet werden, wann durch die Ver- 
bindung eines Massenpunktes «, auf den eine sollizitierende Kraft nicht wirkt, 
mit den gegebenen Punkten, und zwar durch den vorher als notwendig ge- 


fundenen Zusammenhang 
=as+bn+w(2,y,2), 


die Bewegungsgleichungen der n Punkte durch die Elimination der Para- 
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meter S und »; aus den Lagrangeschen Gleichungen so modifiziert werden, 

daß die nunmehr wirkenden Kräfte wiederum eine von den gegenseitigen 

Entfernungen, aber auch von deren ersten Ableitungen abhängige Kräfte- 

funktion I in dem früher erweiterten Sinne besitzen, so daß die 3» resul- 

tierenden Lagrangeschen Gleichungen die Form haben 

SAD) A ©; , 

| u PR 7 

W doW 

\ Oy; = oy;' 
„WW doöW 


m,2, = —— — =. 
02; dt 02; 


(86.) 


Die Zusammenstellung dieses Gleichungssystems mit dem Lagrange- 
schen Systeme (50.) liefert, wie durch eine leichte Überlegung ersichtlich, 
als notwendige und hinreichende Bedingung für &(,,y,,2;) die Form 


o=F,,9(r,,), 


worin p eine willkürliche Funktion bedeutet, und es ergibt sich dann die 
verallgemeinerte Kräftefunktion der Gleichungen (86.) 


7 v u + l A Zof: [fi ? ı>) 
W=>., I, m,f(r,,)— ur ( r\ w > 
(87.) e. | 7 2 14a’ +6’ \ Or, 
Oi. er mr. 
\ / —€ U op(r;,) y' = cCp(r, ) y' a A IR u l, r ] 
1 +a’+5° Orjr a ni.Hı Or;n, 11%) 1 '2 ’ 


während S,,,{ nach (81.) durch die Gleichungen gegeben sind 


u a ai 
_ Da l + a? 03 rt Wa l+a?-+D? +, 
. (1+a’)e,—abe 
nn > 2 > ' 2 
L a" l + a” + h” S,,r( ix) + 1 +a?’ +0? +2, 
E ac, + be, 


| 


u 2% . 
u (" ) + 


| ontraa+b2. 
ir) I+a°+b? r ‚+ 2 


l -+- a’ + hi? 


Die Kräftefunktion WW liefert die allgemeinste Erweiterung des 


Iebersehen Gesetzes, in welches dieselbe für zwei Punkte und 
l 


if \ Ba Fi, 
Fr) Pl. 
4 


mehrerer verborgener Punkte zu dem System der » Massenpunkte m,,... m 


N 


)=|j ,,, unmittelbar übergeht. Für den Fall der Zuordnung 


N 
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ns 


gelten genau dieselben Schlüsse, doch ist leicht ersichtlich, daß man zu 
einer allgemeineren Form der erweiterten Kräftefunktion nieht geführt wird. 
Nehmen wir nun an, daß 
II. die Lage des Punktes « zu der der » Punkte des freien Systems 
durch zwei Gleichungen 


(88.) => fi ($, Ni %,), C — ls (S, Uli hr 


bedingt ist, so wird das kinetische Potential der »-+1 Punkte in 


I - ) ) 5) l n ( . OO] ‚ 
(89) H=-532m ++), + HEH+ rl 
” ‚gar FR > il 
a ( . 1, OÖ A 7 di ( i ’ ® . Pa; ; ‚x. . 
ent ze) + + 3 rt nt) -Uumz 
( Yi' O2; o& FL 62777 oy O2 j ' 


übergehen, und soll wieder // von $ unabhängig sein, so wird sich, analog 
den früheren Betrachtungen, als notwendige und hinreichende Bedingung 
ergeben, daß die partiellen Differentialquotienten 


of, of, oO], ( f; ( /ı ( la ( /s ( 


die Variable & nieht enthalten, und somit die Gleiehungen (88.) in 
(I0.) n=a&:+w, (2,y,2), S=b5+w,(2,Yy,2), 


worin @« und 5b Konstanten, und das kinetische Potential 


(91) H-—12 


h h 1 ice ' ri 
Em; ++) zult+a +)” —ula 4b‘ *)g 


Z dt dt 


| do, \? (m \ 
—_— u — U > 
& (2) it) bs: >, Gin) 
iibergehen. 

Die zu dem Parameter S gehörige Lagrangesche Gleiehung liefert 


nun in Verbindung mit (90.) 


e | 
so — Lt ! } ), 
- a’ + b? l+a?’+b° ( wow; 
ac I +59) —abo 
na —— ;t+ = - ' 
I+a’+b 1 7 -+ h* 
> be -abw. -{+ta”)e 
ine a ER Sa Shen 
. l + a’ + b’ l-+a'4 b’ 
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worin c eine. Integrationskonstante bedeutet, und es wird sich nach einer 
ähnlichen Entwicklung wie oben für das resultierende kinetische Potential 
der Ausdruck 


a l ull+b°’) ‚dos? 1 ull+a’) ‚do 
x gm ty +3) 11a 2)" 1+ta!xı) 3») 
0: = uab do, do, , uac do, ube dev, 
92.) I+a’+b* dt dt 4 1+ta’+b’ dt I+a’+b° dt 
1 uc’ 


+ > e a?’ +b: = Ü (9%, 2;) 


ergeben, aus welchem die zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen für das 
Massensystem n,,... m, folgen 





„06 U oo, Oo a, do, 

| u or, we a® rn I” ((1+ 6) 7, Bd 6 32) dt‘ 
10W, v,\ dw, 
5 b? (A ı nd tab Se) Tr 

+a ) W; O®; ( 

Oo U 0 nv, ow, d’e 

| 2) —; 

con | m, y, ui” 4 pi ((1+2°) 55 ln ) 3,) de 
a I, 00,\ d’w 
1+«°) an +ab- ') eo 

l Eur a u b’ (( Oy; 047 dt 

oU 0w, OW d’o 

ge“ == I % / 2 ) 

PEN O2; 1 == a 4 b? (( 14 ”% O2, ur =) dt‘ 

| 0W, Oox\do 
/ .) 2 

er + b: (14a); FE RT, 


Für den Fall, daß die inneren durch die Kräftefunktion U/ repräsen- 
tierten Kräfte wieder Funktionen der gegenseitigen Entfernungen sind, werden 
sich ganz ähnliche Funktionen wie oben für die nach Elimination des 
Massenpunktes « wirkenden Kräfte ergeben, wenn wieder die Bedingung 
gestellt wird, daß diese Kräfte eine Kräftefunktion erster Ordnung im er- 
weiterten Sinne besitzen sollen. 

Untersuchen wir endlich den Fall 

IIl., in welchem die drei Koordinaten &,n7,Z mit den Koordinaten 
"42, dureh drei Gleichungen 


LU 
S=plR,y,23), N=VR,Yyn2) 5=Xlr Yan 2) 


verknüpft sind, so wird das kinetische Potential in den von $,r,{ freien 
Ausdruck 
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5 Y.. de = Ä 
94) UN=- „amt: (N 2) 3% 
U, Ya 2) 


übergehen, und dann unmittelbar die zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
die Form annehmen 


’Y U ( . us d’ h c vd‘, 
u u ( u ie: t 4 2 


er OO; oa; dt‘ or; dt’ 0%; dt‘, ' 

& oU ogyd’y ev d’w Oy d’y 
(95 may: = — u( .- :) 
Br ) \ if ( oy; dt‘ * Oy, dt‘ oy dt‘/' 


| FE ; | 5 Yy d’g 4 ovbdm oy d'y 
WE ee ee) > he Nala a_ ,)- 
) Er OZ, ; E 2, dt O2; dt’ I O2 .dt° 


$ 6. 

Der obigen Fragestellung bezüglich der Elimination von Parametern auf 
algebraischem Wege oder durch Differentiation und Integration, und der sich 
daran schließenden Untersuchung der resultierenden Differentialgleichungen 
hinsichtlich ihrer Lagrangesehen Form für kinetische Potentiale erster oder 
höherer Ordnung, reiht sich eine andere Aufgabe an, welehe für bestimmte, als 
möglich erkannte Partikularsysteme von Werten einzelner Parameter für die 
anderen Parameter wieder Lagrangesche Gleichungen für kinetische Potentiale 
erster Ordnung aufzustellen sucht, die das gesamte, jenen Partikularwerten 
zugehörige System von partikulären Integralen aller Parameter definieren. 

Möge ein Partikularsystem von Parameterwerten, welche den Lagrange- 
schen Gleichungen (51.) und 52.) zugehören, dureh die Gleichungen 


F\ (t, Pı ... Pos In ... Par ‘1. lan Mir 2 q, } ), IR 
Fakt Die ar Der Dino Den 1 Di 1) 0 


definiert und der Bedingung unterworfen sein, daß die hieraus hergeleiteten 
Werte 


(96.) pi fi (t, Pre" Pos Ir er Jos I m 1.) au 2. 
P,=1r RR Par I + Me PT u 


. . ce oH . . . \ . 
in die Ausdrücke ap) eingesetzt, dieselben zu reinen Funktionen von / machen, 
so daß also 
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= IE =), And ee rk, a ()=o,() ({ 


op2 OPs 


ist, so werden nach (51.) für ebendieses Partikularsystem von Parameter- 
werten, wenn 


P,-o,(t)=2,(t) (r=1,...0) 


gesetzt wird, die Gleichungen erfüllt sein müssen 


CI=L,MN), (r=1,...0) 


UPr 


aus denen sich in Verbindung mit (96.) die zusammengehörigen Werte 


(97.) P,= en) P=V, (t, rer) (r=1,...0) 


ergeben. 
Setzen wir diese Werte in das Gleichungssystem (52.) ein, welches 
wieder in bekannter Bezeichnung die Form 


-(5 wa )=0. (s=1,...0) 


annimmt, so wird, da 


o(H) j . 2 (5 


og ®, ds 


37 Pr = G HNOpr _ en ıL! 0 (1) Opr 


OPr/ O4Gs a \G Pr Ph "4s 04; 7 N A A 


0 


+4 } ©, POYZ 


| m Böen p! A 
a ” (3, -3.(3,,) Pr (7 r (5 j; )+ 0, OF x 
+3 0,() Er 


ist, das System der Gleichungen (52.) in ein Lagrangesches System über- 
sehen, welches, wenn 


9=(H) S 2a, (t)(p,) 2 0,(N(P:) 


gesetzt wird, worin (p,) und (p,) durch (97.) definiert sind, in der Gestalt 


os d ON 
- - - -—=Q (s=1,...0) 
04; dt O0 
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sich ergibt; die allgemeinen Integrale dieses Systems werden mit den Werten (97.) 
zusammen ein Partikularsystem von Integralen der Differentialgleichungen (51.) 
und (82,) liefern. 

Um einen speziellen Fall hervorzuheben, möge vorausgesetzt werden, 
daß ein Partikularsystem von Integralen, den Gleichungen (96.) entsprechend, 
durch 


(98) ye0" =... pj=0 


dargestellt, oder daß eine partikuläre Bewegung durch konstante Werte der 
Parameter »,,... p, beschrieben werde, und daß die Werte (98.) die Ausdrücke 
/ I Po , 
r / o . . 
- zu reinen Funktionen von / machen. 
4 Pı 
Da nun das kinetische Potential erster Ordnung für wägbare Massen 


die Form hat 


’ . 1 . ! > f ! . ' 
H=2,,Prr,Pn Pot Zn VsPr Ir, 2 =, ‚Ss 4 1s, = ‚HF: l’ 


=1,..05 5=1,..0 »=l,.. 


(99,) EN A 


/ a \; 
=, Yu 
==] fi) 


5] sr». 


+: 


in welcher sämtliche Koeffizienten im allgemeinen von f, ps». Pas Yır ar: 0 AD- 
hängen, also 
oH S . 


= > p, P: 1- ee W. 7 -r f, 
OP; von 1 i . | 4 Fr. 
| Lu an a. +2 ou | 
ist, so werden die Ausdrücke (98.), wie verlangt worden, dann und nur 
dann zu einer reinen Funktion von ? machen, wenn 
o’H 
(100.) 17 — —=U, (r=1,...0 =1,...0) 
OprOg;, 


und g, eine Funktion von ? ist; sind diese Bedingungen erfüllt, so werden, 
wie oben gezeigt, die zu (98.) gehörigen Werte von 4,...4, wieder durch 
l.agrangesche Gleichungen mit dem angegebenen kinetischen Potentiale 
bestimmt sein. Führen wir die weitere Beschränkung ein, daß für das 
Problem aus der Mechanik wägbarer Massen die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explizite enthalten, also in (99.) y, =w, =0 ist, so kommen 
wir zu dem von /lelmholtz betrachteten Falle der unvollständigen Probleme. 
wonach, wenn ein Partikularsystem von Integralen durch konstante 
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Werte von p1,... pP, angezeigt wird, und nach (100.) das kinetische Poten- 


tial keine in den Ableitungen der Parameter » und 9 bilinearen Glieder 


enthält, die Elimination der Parameter y,,... », auf ein Differentialgleichungs- 


system zweiter Ordnung in den Parametern 9,,... 9, führt, welches die Form 
Lagrangescher Gleiehungen für ein kinetisches Potential erster Ordnung 


besitzt, und dessen Integrale nebst den Gleichungen p, = (;,:.- 


pP, > 6,, Worin 


Ciy...€C, Konstante sind, ein Partikularsystem von Integralen des gegebenen 


Systems der «=e+0 Lagrangeschen Gleichungen bilden. 
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Uber orthogonale Substitutionen und die Differential- 
relationen zwischen den Thetafunktionen von zwei 
Argumenten. 


Yon Herrn F. Jahnke in Berlin. 


\ 

l ür die T’'heorie der allgemeinen 'V’hetafunktionen von zwei Areu- 
menten ist, wie Caspary, Herr ‚Martın Krause und ieh gezeigt haben, die 
Gruppe der linearen automorphen >Substitutionen, also die orthogonale 
Gruppe, von fundamentaler Bedeutung”). Die orthogonalen Substitutionen, 
welche dabei auftreten, sind reell, bzw. lassen sich stets auf reelle Form 
bringen und sind vom vierten Grade, führen also zu einem System von 
sechzehn Koeffizienten y,,, die den Bedingungen genügen: 
Yahıt Ie It II t IaIa = V, 
IuIır t Sign t II t 99a =V, 


> N ‚2 a ) f > 
Bu i une / = 1 
Jar Ya rtrIa Tr Iia Yo 


(91) 





2 i j j 14 
ur Sa ri Tr gIu > I 


Diese Gleichungen unterscheiden sich von der üblichen Form der Orthogo- 
nalität dadurch, daß in den beiden letzten Gleichungen rechter Hand 4 statt 
der Einheit auftritt. Gleichwohl will ich ein solches System, dem Vorgange 
von C’aspary und Herrn Frobenius folgend, orthogonal nennen. Insbesondere 
soll ein solches System als orthogonales Sechzehnersystem oder kurz als 
Sechzehnersystem bezeichnet werden. 


*) Mit den Beziehungen zwischen orthogonalen Substitutionen und elliptischen 
Tbetafunktionen hat sich auch Herr Study eingehend beschäftigt. \gl. das grundlegende 
Werk: Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Funktionen. 
leipzig 1903, S. Hirzel. 
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Nun läßt sich jede orthogonale Substitution vierten Grades, welche 


die Zuler-Cayleysche Parameterdarstellung zuläßt — und nur mit solchen 
werde ich es im folgenden zu tun haben auf eine spezielle Substitution 


desselben Grades zurückführen. Die sechzehn Koeffizienten des Systems, 
das dieser speziellen orthogonalen Substitution entspricht, haben die Eigen- 
schaft, daß sie als Determinante geschrieben, eine schiefe Determinante bilden, 


wo 9,—=—9,(t+7) und außerdem 9,= +9, ist, da ja das System orthogonal 
sein soll. Ein solches Sechzehnersystem läßt sich in der Form schreiben 


4, — u 0; 0, 
G 0, —0, O3 
| Gi 0, 0 
GG 0% 0 —oO, 


und soll orthogonales [lementarsystem oder elementares Sechzehnersystem oder 
kurz Klementarsystem heißen. Dabei bedeuten die « beliebige Parameter. 
Multipliziere ich das vorstehende Elementarsystem mit einem zweiten, 


dessen Parameter ‚» genannt werden mögen, 


[?1 3» - i?4 
) ) R) > 
j?2 1 Pi 13 
A) ) A) ) 
173 a [21 [? 
a) > > ) 
[74 I?3 72 ‚13 


und welches aus dem ersten dureh Vertauschung der Llorizontal- und Vertikal- 
reihen hervorgeht — wober unter Multiplikation zweier Systeme die Multı- 
plikation jeder Horizontalrerhe des ersten mul jeder MHortizontalrerhe des zweiten 
zu verstehen sein soll — dann ergibt sich die Fuler-Cayleysche Parameter- 


darstellung einer orthogonalen Substitution vierten Grades: 


ı Ju = of: LT 2 03/9; + G;| I Ja 0] 3, + GP; r O3; ,, + O4; 9, 
Ufo (a, # 4- 0/7, — (ij 5 u... 35), 4n= CO] 3, | 2 + 0; ); ur 04,0% 
mE Ott tn Yu (0, 5-0 + 04 Pi), 
N a7 0,9 — 03/9; + 03/9: 0,0 9a 0 [93 HP 03/9, — (4, 
(5) 
Azı (e, { 3; —Ö( N f + U { 3, u O4 dr, . I ee. (0,9; + Os, 3, O3] 7 0,9: D) 
pp 73O titten 9a - (U m Pt 35), 
(3 = ol, + Pr — Gl; Ip (0,9: — 03 + 03/94 04/3), 


Su . .) /) .) er .) 2: fa ii m) „) 
4, >= 01/9 0/3, 0,044 0,3 447 a, {9 + aa ta; 3; +04 








Jalı nke. Diff: renttalr:e lattiom: 2 


IMISschenN di N / Ju fafunk ron: N. 


deren Determinante 
ya tete ta) +p+ 5 +P 
Ist. 


| 
} 


treten noch 


Zu den n»’ Koeffizienten eines Orthogonalsvstems | 
n(n—1) Differentialgrößen »,,”,., die aus der Multiplikation der Koetfi- 
zienten einer Horizontal- bzw. Vertikalreihe mit den Differentialen der ent- 
sprechenden Koeffizienten einer anderen Horizontal- bzw. Vertikalreihe ent- 
springen. In dem Falle n=4 sind es zwölf Differentialgrößen, die danach, 
wie folgt, zu definieren sind: 





J Prs= (9,,dg, r 9,d9; +9,,d9g;, + 4; dg; ), +4 . 
SI Yadgıt gadgetIsdgt 949). BEE 
= NR FIFtFT It gt +0 Bet 


Für 5=e bzw. @e=P sinkt der Grad der orthogonalen Substitution auf drei 
herab. Es verschwinden nämlich sechs der Koeffizienten y;, identisch, es 
sind Y14, S213 9343 Jay Ja; 9, und aus dem Sechzehnersystem entspringen zwei 
orthogonale Neunersysteme, die als dem Sechzehnersvstem zugehör:yg be- 
zeichnet werden sollen. Die Koeffizienten jedes der beiden zugehörigen 
Neunersysteme lassen die ZFirler-CUayleysche Parameterdarstellung zu, welche 
für das eine von ihnen, wie folgt, lautet: 


| Aed+ai+dite), 
la, 01 — 05 03+0;, Aa, -2(a, (30,), dla,= (010; | nt); 
(N,) va ul uei,, 
| | Aa„= 2a, m +00), As 3-09, +0%—0, Ady=— 2(0,0,—0,0;), 
Aa,= \ 2 (0,0; 0,0,), Aa,, 2(0,0,+ 0,03), Aa, +0; a, 4, 


wobei die Determinante gleich der positiven Einheit ist. Das andere zu- 
gehörige Neunersystem ergibt sich, wenn man « durch 5, a dureh 5 und 
A durch 3 ersetzt. Das Sechzehnersystem, dem diese beiden Neunersysteme 
zugehören, hat die Determinante 


Hiernach kann ich sagen, daß jedes orthogonale Neunersystem {«,,} durch 


m 


Multiplikation zweier lKlementarsysteme der Form 
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ze U, (U; 0; 0; Us U, 0 


2 2 3 + 
O3) 0, 0, 0; U, 0, 0, Gr 
0; 0 0 0, 0; 0; e 0; 
0, (; 09 C, CO, U, 0, a, 


gewonnen werden kann, die aus einander durch Vertauschung der Horizontal- 
und Vertikalreihe hervorgehen, daß sich also jedes orthogonale Neunersystem 
als Quadrat eines Elementarsystems ausdrücken läßt, ein Resultat, das eine 
explizite Darstellung für einen speziellen Fall eines von Herrn Tauber”) aus- 
gesprochenen 'Theorems bietet. 

Jedes der beiden Neunersysteme, die einem gegebenen Sechzehner- 
system zugehören, besitzt sechs Differentialgrößen, p,, ”,, die ich, um ihren 
Ursprung kenntlich zu machen, besser p,(e), #,(e); p,(P), ?,(?) nennen will. 

Es wird genügen, die Definitionsgleichung für das eine Svstem hin- 
zuschreiben: 


P \,) Ip )=-—(a, da,,+ a, da,,+a,da,), ur 2 
Se | 


2,.x% 
",(o)= a,,da,, + 4,, da,, +a,da,;. 3, 1,2 / 


Nun besteht zwischen den Koeffizienten und Differentialgrößen eines 
Sechzehnersystems einerseits und den entsprechenden Elementen der beiden 
zugehörigen Neunersysteme andrerseits der sehr einfache Zusammenhang”, 


in zu 14 zur 14 
| Ja;, ai Gi; + Irss 4 by, =4G,;; Ars 
24+ 1 + 


/ 


a 
ph 
at 


Bu 2 a 24 
| 4 dl, er J } 2. Ir; 4 b,, Fr G;; I, s9 
a3 34 Be 

(d;, I; + Ins; 4 bh, =6G;j; gG / 


*) New York M.S. Bull. 3, 251 bis 250 (1594). 


“) Diese Relationen (vgl. dieses Journal Bd. 115, S. 230, wo sie durch ein Versehen 
im Vorzeichen entstellt sind) folgen auch aus der Grassmannschen Identität 


ob ed=archb d—adbe, 
wenn 
“+ +e;e; ee, &= Bea trete + Pie: 
e=ye@+yre&+y64+y,0e;, d =) +, I; +06, 









gesetzt und 
e; 20m! I, Gabe ee, e,;e —_ WW, k i / e.0, ==- 2, © 
10, :S$h ee ve y ' 


angenommen wird. (Vgl. meine „Vorlesungen über die Vektorenrechnung“, S. 105, 108, 
Leipzig 1905, B. G. Teubner.) 
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wobei 9’ =49,,9.,;- 9,;9,; die Unterdeterminanten des Systems |y,,! bedeuten für 


hal: 2,3,7,8=1,4,2, 3. 

h=2: 7 s=2,4.3,1. 

h=3; 1,37,7,8=8,4,1,2, 
und weiter”) 


‘ er R) © VO N > 
2 Pu = Ppıle)+pı ); Zr,„=r(o)+tr,(? . 
\27.= 2 0+n0). 2r,=v,(a)+V(0); 
Zyu=pr(e +p;( )), 21, (a)+17,(7 
(2 \ ( x \ is r . \ 4 \s 
2 Pa= pı(e) Pı(? 21 (0 v,(/) 


2pu= palm), ran) r(ö 
Zpe=ple)-p(?), 2 | 
Ich will noch zwei Folgerungen hervorheben, die später mehrfach 
Verwendung finden sollen. Da die benutzte Parameterdarstellung homogen 
ist, können sich die Koeffizienten eines Orthogonalsystems nicht ändern, wenn 
die Parameter mit einem willkürlichen Faktor versehen werden. Alsdann 
bleiben auch die zugehörigen Difterentialgrößen unverändert, wie der Anblick 
des Formelsystems erkennen läßt, d.h. es muß sein 


m&o)=ple), %(ke)=r,(o), 
wo 4 einen willkürlichen, aber für e,, %,,.e, gemeinsamen Faktor be- 
deutet. Und umgekehrt eilt erster Hilfssatz: IX ni ZU L MY UNEersyst IK Im dhren 
Dnfferentialgröpen übereinstimmen, dam können sich hr. Parameter nr durch 
einen gemeinsamen Faktor unterscheiden. 
Um dies zu erkennen, braucht man nur die Zu/erschen Diftterential- 
Identitäten 


[En = en); Az, Pas da, =43Py— 43 Ph, da, =43P;- (33 Pr 
da,=4,P dıı Ps» diz=4a3P, d3,P3% day=43P; d3,P3 


Fb hei da Pıs day=43P: !aPıs day=4; pP: 139; 
anzusehen, welche zunächst die Relationen I,, = const., Ia,,0,, = eonst., 


”) Ich benutze diese Gelegenheit, um ein Versehen im Vorzeichen richtig zu 
stellen, das bei der Mitteilung dieses Formelsystems (Sitzungsber. Berl. Ak. 15096, S. 1025) 
untergelaufen ist und auf den Seiten 230, 232 der Arbeit in diesem Journal Bd. 118 einige 


Vorzeichenänderungen nach sich zieht. (Vgl. die Anmerkung "*) auf S. 246.) 
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>4,,0,,=eonst. nach sich ziehen. Ein zweites Neunersystem mit denselben 
Differentialgrößen p,,, heiße |«’,,}; dann gelten dafür die entsprechenden 
itferentialidentitäten, woraus durch Subtraktion hervorgeht 


day) (da G) Ps (3 Us) Pa» ("=1,2,3) 


Diese Identitäten führen, wie oben, zu den Relationen I(a,—a,) =«, 
(ad) ea ar) =cCH, la, An) (ey, —ay)=C,.  Andrerseits existieren 
zwischen den y,,, eines Neunersystems die linearen Beziehungen 


— % u | . > [} ' % ' % _—— ) 4 
Pi A tı tat Ay, tz, Pr > CnPı t@onVa + 43,03, (h=1,2,3) 
worals 
) u ' ' 
= (ey, ; d,,) ® tr (de, -43,) "+ (43, —43,)%3. v=1,2,3) 


Multipliziere ich diese drei Gleichungen sukzessive mit 7, — 41, ln 4 
4a —4iy, 80 liefert ihre Addition O=e,",-+c",+czv,. Eine solche Relation 
ist aber, da die Parameter e,, «, €,, e, von einander unabhängig vorausgesetzt 
werden, nur möglich, wenn ,=0,6,=0,c,=0. Aus I(a,—a,) =V folgt 
dann 


! 
ff, 


! ! e 
a m = 0 As Zlu: We iD W. 


1 


Kine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Frage nach den Be- 
dingungen, unter denen zwei Orthogonalsysteme additiv oder subtraktiv ver- 
bunden werden dürfen, ohne den Gruppencharakter zu verlieren. Ein sehr 
einfacher Fall, wo diese Bedingungen jedenfalls erfüllt sind, ist der folgende: 
Ersetze ich in der Enuler-Cayleyschen Darstellung eines Sechzehnersystems 
die Parameter 5 durch +7y+J+..., so entspringt das Orthogonalsystem 
19, th, + %,&+...1, wo die Koeffizienten 9, den Parameterquadrupeln «, >, 
die /,, den Quadrupeln «,y, die 4,, den Quadrupeln «,d usw. entsprechen. 
Da es offenbar gestattet ist, noch willkürliche Faktoren einzuführen, ergibt 
sich ein zuveiter Hhllfssatz: Die Summe beliebig vieler Sechzehnersysteme, die 
in eımem Parameterquadrupel überemstimmen, ıst wieder ein Orthogonalsystem. 
Daher können die einzelnen Summanden noch mit willkürlichen, von System 
zu System varıablen Faktoren versehen werden. Wird speziell «+7 an Stelle 
von ;> gesetzt, so ergibt sich das einfache System 


YutAa, 9e+ Aa 95+ Aa; 414 
(4 ) at A Ay GIat A da Gt A da I 
en It: | Ay, Iat: | Aa G3+ Aa; I34 
VER je J2 I3 Jar: |, 
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das sich aus dem Orthogonalsystem !q,} und einem seiner zugehörigen 
Neunersysteme zusammensetzt. 

Alle diese Sätze und Beziehungen haben, wie bereits erwähnt, Be- 
deutung für die 'I’heorie der 'T'hetafunktionen von zwei Argumenten: ins- 
besondere hat sich ihr Nutzen gezeigt, wenn es sich darum handelt, deren 
algebrassche Relationen in einfachster Weise abzuleiten und übersichtlich zu- 
sammenzufassen. Gegenstand der vorliegenden Untersuchung sollen die 
Differentialrelationen zwischen den T'hetas bilden, wobei ich mich ebenfalls 
des Orthogonalsvstems als ordnenden Prinzips bediene. 

In drei kurzen Notizen”) habe ich bereits vor mehreren Jahren einige 
Resultate hierüber niedergelegt in der Erwartung, daß ich bald die Muße 
zu einer ausführlichen Darlegung finden würde. Äußere Umstände haben 
die sofortige Ausführung meiner Absicht vereitelt. Vor kurzem habe ich 
meine früheren Untersuchungen wieder aufnehmen können, und ieh erlaube 
mir darüber im folgenden zu berichten (vgl. Jahresber. D. M. V. 1907, 
Ss. 551 bis 554). 

Ich lasse eine kurze /nhaltsübersicht folgen: In Nr. 1 und 3 werden 
Methoden entwickelt, um aus einem vorgelegten Neuner- bzw. Sechzehner- 
system durch infinitesimale Transformation ihrer Parameter neue Orthogonal- 
systeme herzuleiten, unter denen die Systeme (I), (II) und (VI) dureh ihren 
einfachen Aufbau bemerkenswert erscheinen. Die Nr. 2 und 3 bringen dann 
Anwendungen dieser Resultate auf die allgemeinen 'T’hetas von zwei Ärgu- 
menten. Besondere Aufmerksamkeit verdient hier dasjenige Orthogonal- 
system, in welches die hyperelliptischen 9-Funktionen eingehen: Multi- 
pliziert man nämlich jedes »,;(2,.%,) mit dem 'I'hetaquadrat' q, ;(«,, ,) der 
zugehörigen Charakteristik, so bilden die sechzehn »-ten Ableitungen der 
49-Funktionen in der Casparyschen Anordnung die Koeffizienten eines 
Orthogonalsystems. In Nr. #4 entwickele ich aus dem Grassmannschen Fun- 
damentaltheorem Multiplikationsformeln zwischen vier der Sechzehnersysteme, 
die sich aus vier Parameterquadrupeln aufbauen lassen. Diese Formeln 
setzen die für die Ableitungen der 'T'hetas gewonnenen Orthogonalsysteme 
mit einander in Verbindung. Insbesondere mache ich in Nr. 5 von ihnen An- 
wendung auf die 99-Funktionen. Ich gebe zunächst acht verschiedene lineare 
Darstellungen dieses Funktionssystems durch die 'Thetaquadrate. Alsdann 

*") CR. t.125, p. 456—489 (1897); t. 126, p. 1083—1085 (1595). — Deuxieme 


Congres intern. des Math. Paris 1900, p. 279280, 
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zeigt sich, daß zwischen den q99-Funktionen dieselbe Art der Abhängigkeit 
besteht, wie sie von den 'T’'hetaquadraten her wohlbekannt ist, daß nämlich 
jede dureh vier linear unabhängige linear und homogen ausdrückbar ist. Und 
weiter, daß die Aosenhainsehen und Göpelsehen Relationen unter den T'heta- 
quadraten auch für die y%-Funktionen gelten, wenn nur die konstanten 
Koeffizienten passend durch andere ersetzt werden. Es ergibt sich so zu- 
nächst eine weitgehende Analogie der linearen Abhängigkeiten zwischen 
den 499-Funktionen mit denjenigen für die 'T'hetaquadrate. Eine weitere 
Untersuchung in Nr. 6 führt jedoch zu der Erkenntnis, daß die Abhängig- 
keit unter den 49-Funktionen eine speziellere ist, insofern als noch acht 
lineare Relationen hinzutreten, wie sie bei den 'T'hetaquadraten nicht vor- 
kommen. Um diese neuen Relationen in homogener Form zu gewinnen, 


empfiehlt es sich (Nr. 7) an Stelle der qy-Funktionen das — ebenfalls 
orthogonale — System der j-Funktionen. einzuführen 


zZ 4 


Und diese Einführung rechtfertigt sich noch dadurch, daß die Kosenhaun- 
schen und (@Öpe/schen Relationen unter den 99-Funktionen sich nicht ändern, 
wenn die 4%9- durch die 7-Funktionen ersetzt werden. Vermittelst der 
neuen Relationen vereinfachen sich dann die Aosenharnschen und (Göpelschen 
Itelationen unter den J-Funktionen in dem Sinne, daß beide Arten von Relationen 
zu einer Darstellung jeder 7-Funktion dureh drei linear-unabhängige führen. 
(reometrisch gedeutet, entspricht die Abhängigkeit unter den 7-Funktionen 
einer Konfiguration von sechzehn Punkten, die sich als Ausartung der 
Kurmmersehen Konfiguration in sechzehn Punkte einer Ebene auffassen läßt. 

1. Fine Methode, aus einem Neunersystem durch infinitesimale Trans- 
formation serner Parameter Orthogonalsysteme abzuleiten. — Wenn es sich 
darum handelt, aus einem vorgegebenen Orthogonalsystem sogenannte «b- 
geleitete Systeme zu gewinnen, so kann dies dadurch geschehen, daß man 
die Parameter des Stammsystems durch ganze rationale Funktionen derselben 
ersetzt. In dem besonderen Fall, wo die Parameter eines Sechzehnersystems 
durch ihre Quadrate ersetzt werden, entsteht ein Orthogonalsystem, dessen 
Koeffizienten sich bilinear durch die Koeffizienten des Stammsystems aus- 
drücken. Es ist bereits von Caspary aufgestellt und für die Gewinnung der 
algehraischen Relationen unter den T'hetas verwertet worden”). 


*) Dieses Journal Bd. 94, S. 78(1881) und Ann. Fe. Norm. (3) t. 10, p. 194 (1599). 
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Anderer Art sind die abgeleiteten Systeme, welche sich für die Aut- 
stellung der Differentialrelationen unter den 'T'hetas als fruchtbar erweisen. 

Ich gehe von einem Neunersystem mit den Parametern «,, %, 03. ©, 
aus und frage zunächst nach der Darstellung des Systems, das hieraus durch 
die Substitution ne+nda an Stelle von « abgeleitet werden kann. Da sich 
der Beantwortung der Frage Schwierigkeiten entgegenstellen — was schon 
darauf schließen läßt, daß das gesuchte System nicht zu den einfachsten gehören 
dürfte — lasse ich die Voraussetzung fallen, wonach das «abgeleitete System 
wieder ein Neunersystem sei, und nehme vier weitere Parameter 7,, 9/9? 
zu Hilfe im Hinbliek darauf, daß die homogene Parameterdarstellung eines 
Sechzehnersystems acht Parameter verlangt. Der einfachste Fall ist offenbar 
cewählt werden. 


Pe) 


der, daß die ? gleich den Parametern « des Stammsystems 
Der erste Koeffizient 9, des «abgeleiteten Sechzehnersystems mit den beiden 
Parameterquadrupeln me +nde und « stellt sich dann gemäß (S,) dar in 
der Form 


mm — 0, — 03 + 0;) 


P4 


+n(a,de, - o,de, — o,do,+o,do,; 


oder mit Rücksicht auf ( 


\ 


X\,) in der Form 
Bin; . n u 
m Aa, + ,d(da,)=a,(mA+3d4)+, Ada, 


Und dieser Ausdruck wird — da er doch von «,, verschieden sein soll — 
seine einfachste Gestalt annehmen, sobald ich » und ”» so bestimme, dab 
der Koeffizient von «a,, verschwindet, also wenn ich nm =—dInA und v=2 
wähle. Ermittle ich dann noch die übrigen Koeffizienten y,,, so erhalte ich 
den Satz: 

I. Bezeichnen BR die Koeffizient: N eines Neunersyst HS mut dı !’ D: fer- 
minante +1, so bilden ihre vollständigen Differentiale da,, zusammen mit den 


Differentialgröpen Ph» V, und der Null ein Sechzehnersyste m der Form 


da,, da; da; ", 

A \ Ba Ari Ye 
.) 

da, dd;, dd;; Or 


»Piv=p "Bd, 
dessen Determinante gleich Pi + P: 7 P; i ® + v; + ” ist, und dessen Parameter 
. , & ' KA, 
die Werte 4 und 2de ,—a„di\nA haben, wo A=o,+03+0;+o; und u=1,2,3,4. 
y 


Journal für Mathematik Bd. 153. Heft 4. 34 
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Die beiden, dem Sechzehnersystem zugehörigen Neunersysteme besitzen 


A 
das andere die Parameter 2de, —e,dind. 


folglich, das eine die Parameter — ist also das Stammsystem selber — 


Will man die Orthogonalitätsbedingungen des Systems (I.) noch er- 
härten, so bedient man sich am einfachsten der bekannten Identitäten 


— — % [} 
da,=4, Pr dtp Anl rt Az, Van an En 
UK, Bu „+, 9 
En EL ER . 
da,= 4, Pı Aa, pt GV Tr Anl, ( . ) 
3,1,2 
da,, = 4, P Az, Pı A," r (da, 


Diese geben die helationen 


I; (da, ) +p = (da) + v, Da 
w a) R \h, h 2 ) 
.> (da,;, day)+Ppı k ey (da,; da,;) +V, { ky 


welche nichts anderes sind als die Orthogonalitätsgleichungen für die in (I.) 
genannten sechzehn Größen. 

Der Satz I. besagt, daß die infinitesimalen Änderungen der neun Koeffi- 
zienten eines Orthogonalsystems für sich keine orthogonale Gruppe mehr 
bilden, wohl aber zusammen mit den sechs Differentialgrößen. 

Deute ich die «,, als die Richtungskosinus eines im starren Körper 
festen Systems gegen ein im Raume festes System, dann geben die », 9,7 
— wo p, = pdt, p=qdt, p,= rdt — die Geschwindigkeitskomponenten für die 
Drehung des beweglichen gegen das feste System und v, », 0 — wo v, = udt, 
= rdt, v0, = wdt — die Geschwindigkeitskomponenten der inversen Drehung; 
dabei hat der Geschwindigkeitsvektor die Länge Y„+yY+r=wW+r+w”. 
Kirteille ich nun dem starren Körper eine infinitesimale Drehung, so werden 
die Richtungskosinus der neuen Lage gegen das im Raume feste System 
natürlich wieder eine Gruppe bilden, nieht so die infinitesimalen Änderungen 
der neun Richtungskosinus. Diese bilden erst zusammen mit den genannten 
sechs Geschwindigkeitskomponenten eine orthogonale Gruppe. 

Zu den Elementen eines Orthogonalsystems gehören außer den Koeffi- 
zienten noch die Difterentialgrößen. Ich will daher auch den Zusammenhang 
der Differentialgrößen des erzeugten Systems mit denen des Stammsystems 
ermitteln. Es wird genügen, die Rechnung für eine der Differentialgrößen, 
etwa 2, durchzuführen, 











N 
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Aus der ersten und dritten der Definitionsgleichungen (S,) folgt 
=» +tp+tp=rmtrttV, 29,= da, dv, +da, de,+ da, dr, 


oder, da nach Satz |. 
"ı da, +" da;, +v,da, = 0 
ist, 
2py=t, Fon tnden t+vda,, 


was in Verbindung mit 


r,=d,.Pı e djaPat 43 P3 


gibt: 
29, » en Oss d’ cr), +P=2, (ds da), + 3 >} dl ‚Ka 1° 
Nun liefern die Identitäten (3.) 
24, Ka, = p: 5, Za,d a, = Pr - dyp;, Sıa,da ı = Ps Pı dyn. 


so daß 
2ypa3=pıdp; P3 dp, 


wird, woraus die Differentialgrößen p,, 1, durch zyklische Vertauschung 
hervorgehen. 

Um die drei anderen Differentialgrößen p,,, 9, /, zu finden, könnte 
ich den entsprechenden Weg einschlagen. Schneller komme ich zum Ziele 
durch Benutzung der oben mitgeteilten Relationen (2.), welche die Ditferential- 
größen eines Sechzehnersystems mit denen der beiden zugehörigen Neuner- 
systeme verbinden. Das eine dieser Neunersysteme ist im vorliegenden Fall, 
wie bereits auf S. 252 hervorgehoben, das Stammsvstem selber, seine 


y . u . Ü z. . em . .. 
Differentialgrößen sind also Pie ı) =»), während die Differentialgrößen des 


anderen, nämlich p,(P) für 7=2de —-ad\nÄA, noch unbekannt sind. Diese 
finde ich aber sofort aus dem Ansatz 2p9,=p,(e)  p,(/?), nämlich 


2»,(P) =!» 2 (pP: dp; dp). 
Nun ist 2y»4= pP (@)+p,(j?), demnach 
29,=42p -(pdp—psdp:). 


und entsprechend 3, P- 
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Bedenke ich noch, daß beim Übergang von den »,, und p, zu den 
",, bzw. », die Vorzeichen zu ändern sind, so ergibt sich für die zwölf 
Differentialgrößen des aus einem Neunersystem abgeleiteten Sechzehner- 
systems (l.) folgende Darstellung: 


2p9.,=2p-(pdp—pdp), 2Pps3=Pprdp pr dpa, 
2p1=2p-(pdp—pıdp), pa=psdp pi dp; 
2pu=2p-(p dp pdp), 2p»=pı dp —p: dp, 
IM) 1022,02 „+n,de, —v,de, 


2v,=(2v,+v,dv, —v,dov, 


‚„ Zr, =— (vd, —v,dv,), 
‚„ vu, = —-(v,dv, —v,dv;), 


PEN EN nd, ’ ITPR 5 (vd, —,dv,), 
‘) 


2 2 2 2 2 2 
= tptp sr tn + 0%. 





\ 


Das Sechzehnersystem (I.) läßt sich noch durch Benutzung des zweiten 
Hilfssatzes der Einleitung umgestalten. Sein Gruppencharakter bleibt nämlich 
erhalten, wenn ich die Koeffizienten d«,„ um «,„, vermehre, und weiter 
noch, wenn ich diese Summanden mit willkürlichen Faktoren versehe. Ins- 
besondere wähle ich die Zusammensetzung @,d4+Ada,=d(Aa,). So 
ergibt sich der Satz”): 

II. Aus dem Neunersystem mit den Koeffizienten a 


und den Diffe- 


mn 


rentialgrößen Ps" entspringt das Sechzehnersystem 


d(Aa,) d(Aa,.) d(Aa,) Av, 
d(Aa,) d(Aa,) d(Aa,) Av, 
d(Aa,) d(Aa,) d(Aa,) Ar, 
-Ap da, 





(1) 


— A Pı A P: 





wo A eme willkürbche Funktion bedeutet, von der nur die Existenz des 
Differentials vorausgesetzt st. Die Determinante des Systems 1st gleich 
V2+(dA). 

Insbesondere kann die Funktion A als der Zulersche Orthogonalitäts- 
faktor angesprochen werden, wie er in dem Formelsystem (N\,) auftritt. 
Dann führt die Gleichung d(Aa,)= de —- 3-5 +4)=2(o, de, — u, de, 

o,de;+e,de,) zu einer einfachen Erzeugungsweise des eben aufgestellten 
Sechzehnersystems. Nämlich, man braucht nur in dem Gleichungssystem (S;), 
das die Parameterdarstellung eines Sechzehnersystems ausspricht, das zweite 


*) Vgl. Jahresberichte der D. M. V. Bd. 12, S. 104. 
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Parameterquadrupel gleich dem doppelten Differential des ersten, also = 2do, 
zu wählen, um zu erkennen, daß dem System (II.) die Parameter «, und 
2 de, zuzuordnen sind. 

In (l.) und (II.) besitze ich Sechzehnersysteme, die einem Nernner- 
system entspringen. Von ihnen will ich Gebrauch machen, wenn ich jetzt 
die Suche nach Nernersystemen wieder aufnehme, welche das Stammsystem 
aus sich selber erzeugt. 

Ich erinnere zunächst an den Zusammenhang der Koeffizienten eines 
Sechzehnersystems mit den Koeffizienten der beiden zugehörigen Neuner- 
systeme, wie er sich in den Gleichungen (1.) ausspricht. Nehme ich nun 
das System (I.), so haben, wie oben gezeigt, die beiden zugehörigen Neuner- 


” Ou ‚ a 
systeme die Parameter und 2de,„—e,dinA. Andrerseits sind die Ko- 


effizienten des Systems (].) wohlbekannt, und die Koeffizienten des ersten 
der beiden Neunersysteme stimmen mit den «,, überein, folelich muß es 
möglich sein, aus dem erwähnten Zusammenhang die Koeffizienten des 
zweiten Neunersystems zu finden. 

Statt diesen Weg einzuschlagen, ziehe ich vor, das Neunersystem 
hinzuschreiben, um nachträglich das Resultat zu erhärten, in Satz 

III. Aus dem Neunersystem mit den Koeffizienten Ad. und den Diffe- 
rentialgrößen py, %, entspringt durch infinitesimale Transformation der Para- 


meter das Neunersyste m 


‘2b, / 
2b,=2p0%, —2a,, 2b,=2 pr, — a, 3 2 1° LT 


-- UV, — a Pz3tyg 
ii, ‘2b, :2 1, — La, 2b,: 29, — 


2,=2pr, I a, 


12 _— 


\ 


Erde — pr Pıt'ı — 2a, 


(II) 


un, 


seine Parameter sınd ( leich 2 de —( din A), setne D: fermıinante « l: ich 4 1. 
I YA u ’ yE 4 | 


/ 


Daß dieses System die Orthogonalitätsbedingungen erfüllt, ist leicht 
einzusehen. Um seine Parameter zu erkennen, bestimme ich seine Diffe- 
rentialgrößen q,, w,(=1,2,5). Auf Grund der Definitionsgleichungen (\,) 
ergeben sich nach einigen Umformungen die Ausdrücke 


2qa=!!p -2(pdp —psdp), Zw, = (vr, +2(v,dı, —v,dv,), 
22.=12p-2(pdp -pıdp). 2w,= 2, +2(v, de, —v,dr,), 
29=42p%-2:(p dp —pdp) u, =, +2 (vr, de, — ı,de,) 


7 due 
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Ein Vergleich mit den Ausdrücken für die (2»,(P). (2v,(P), welche auf dem 
Wege zu den Differentialgrößen des Systems (].) aufgetreten sind, zeigt, daß 


(In e- Ph (| 3), WC, ana ®, (| 3) für P . 2 da 06 d In A ? 


Daraus folgt aber nach dem ersten Hilfssatz der Einleitung, daß die Kuler- 
schen Parameter des Neunersystems {b,,} bis auf einen Faktor 1:2 gleich 
2de--ed\nA sind. Dieses A bestimmt sich etwa durch Vergleichung der 
beiden folgenden Darstellungsweisen des Orthogonalitätsfaktors 12: 


72=(Ap) +(Ap)’+(Ap)’=4la, de, +0,de,—o,de,—o,da,) 
+4(0,de,— o,do,—a,do, +0,de) +4(o, d—o,de, +0,de,— o,de,)' 


und 
n) 2 5 Pen x ö 2 
WAQ=E,(2Ado,- u,dä), 


wo J=e,+0+e3+o,. Der Vergleich der Faktoren von (de,)' auf beiden 
Seiten zeigt, daß 4°= A zu setzen ist. Demnach sind die Eulerschen Para- 


1 
meter des Neunersystems |Ö,,! gleich VA (2de — oe d\nÄA), wobei der Quadrat- 


wurzel stets das gleiche Vorzeichen beizulegen ist. 

(Genau so wie das Sechzehnersystem (I.) zu dem Neunersystem (IIl.) 
geführt hat, würde auch das Sechzehnersystem (Il.) zu einem Neunersystem 
gelangen lassen, das wieder mit einem der beiden zu (lI.) gehörigen Neuner- 
systeme übereinstimmt. Da sich das System (II.) aus den Parametern «, 
und de, aufbaut, so weiß ich von vornherein, daß die Parameter des neuen 
Neunersystems den de, proportional sein würden. Auf Grund dieser Kenntnis aber 
gewinne ich es schneller, wenn ich von dem Neunersystem (IIl.) ausgehe, 
dessen Parameter ja gleich 1”. (2de,—e,d\nA) sind. 


| 4 


Betrachte ich nämlich den ersten Koeffizienten 2Ö,=2p, 1, — 24... 
so ist doch nach der Zilerschen Parameterdarstellung (N,), wenn eine 


Summe der Form %—/%—P3+/% kurz durch $, /° angedeutet wird: 


2Apı —2Aa,n=F,(2de—odin A) 


=4+4>3,(de) —4dln-AF,ode-+(dinA)- E,o’ 


oder wegen 


2 2 2 2 
Aau=0- 5 —0;+M,, 


A=z{+oe+0o;+e,, 
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2 er 
2 Apr — 2A, =48, (de) —2dA-da,— ‚(dAYa,, 


woraus 
4 
A 


>,(de) =a,|[(dInd) — 2] 


Tr 2 din A : da,, + > PıPı* 

Dieses Ergebnis» führt zu Satz 

IV, Subhstitimere sch für die Paramet r 0, ee Net "syste ms mat 
den Koeffizienten Ü nn und den Infferentialgröpen Pi: v, ıhre ersten Diff e ni: 


2) 


gender de, Ss entspringt el Neu rsyst IN mıit d: N Koeffrzu nten 


4 


(IV.) (din AP — 2]a,, +2 din A-da,, +2 p,r ee 


und dem Orthogonalttatsfaktor 2+(d\nA). 

Hiermit habe ich eine Methode entwickelt, welche erlaubt, aus dem 
Stammsystem mit den Parametern o allgemein die Neunersysteme mit den »-ten 
Ableitungen der «, als Parameterquadrupel und allgemeiner die Sechzehner- 


systeme mit den beiden Parameterquadrupeln d”«e, und de, abzuleiten. 
Ich will zum Schluß dieser Nummer noch das System explizite auf- 

stellen, welchem die Parameter « und d’« entsprechen, um hieraus ein neues, 

durch seine Einfachheit bemerkenswertes Sechzehnersystem zu gewinnen, 


Dazu bemerke ich, daß Aa, =e)— ns -e,+te;, also 


PAa,)=Z,aPa+ 2E, (de), 


woraus im Hinblick auf den oben für I, (de) gefundenen Ausdruck 
hervorgeht: 
”) 


2 
- x Rn - ı/ \ l/ \ ® N. )* 
Ä S,ode= 7 (Aa) — a |(dln A) — 2) 2dinA.da,—2pr.. 


Im 
In 


Hiernach .bestätigt man leicht Satz 


V. Aus dem Neunersystem mat den Koeffizienten dl und den Miffe- 


mn 


rentialgröpen Pr» "n entspringt das Sechzehnersystem 


> 
|2da,.+2dln d.da, +2 nd4 (din A) +2]a,n— 2PrUns — 4 d(Ay,) 


Pr 


RT. 
| 4 d(Av,) .2d’]n A 4 din A) u 


(m,.a==1,2 3) 


5) 
. =-Ü > ‘ 
mit den Parametern " * und d’e, (u=1,2,3,4 


«4 


\ 
J° 
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Kombiniere ich hiermit einmal das Stammsystem der «,, und zweitens 
das Sechzehnersystem (I.) unter Beifügung geeigneter Faktoren, so erhalte 
ich unter Anwendung des zweiten Hilfssatzes der Einleitung das folgende 
einfache Sechzehnersystem, wo die zweiten Ableitungen der «,, auftreten: 


Fau-pır dan pr day pr, dr, 
: Pay, — pr Tau —p%r day — pr, dev; 
(VL) 


da, pr da, — pr, day—pv de; 


dp, dp; — dp; —l, 
Hieraus folgt nebenbei die Relation 
dp +dp+dp=dv +dn+de;, 


welche besagt, daß sich bei der Drehung eines starren Körpers nicht bloß 
die Länge p° + 9° + r" seines Geschwindigkeitsvektors gegen Inversion der 
Drehung invariant verhält, sondern auch die Länge dp’ +dgqg’ + dr’ einer 
infinitesimalen Änderung dieses Vektors®). 

2. Anwendung der mutgeterten Methode, um aus dem Weberschen 
Neunersystem Orthogonalsysteme zwischen den Differentialen der Theta- 
funktionen von zweı Argumenten abzuleiten. — Ich gehe jetzt dazu über, 
von den vorstehenden Ergebnissen eine einfache Anwendung auf die all- 
gemeinen 'T'hetafunktionen von zwei Argumenten zu machen. Dazu bedarf 
ich der Kenntnis eines Neunersystems. Als solches wähle ich das von 
Herrn //. Weber”) bei Gelegenheit eines mechanischen Problems gefundene 
Orthogonalsystem, dessen Koeffizienten und Orthogonalitätsfaktor den zehn 
geraden 'I’hetas und dessen Differentialgrößen den sechs ungeraden Thetas pro- 
portional sind: 

“) Aufl’ die Verwendung der Sätze dieser Nummer für die Theorie der Raum- 
kurven sei hier nur hingewiesen. Bezeichnen nämlich a,ı, @2 „#3 (k=1, 2, 3) die Richtungs- 


kosinus der Tangente bzw. der Haupt- und der Binormale in einem Punkte der Raumkurve, 


ds ds 


dann ist = ‚jpa=0, p3=—- zu setzen, wo o und r die Radien der Krümmung 
I 0 


3 


und Torsion bedeuten. 

“*) Math. Ann. Bd. 14, S. 173—206. — Für die elliptischen Thetas hat Herr 
Study (a. a. 0.) elegante Neunersysteme aufgestellt, aus welchen sich auf dem angegebenen 
\Wege ebenfalls neue Orthogonalsysteme ableiten lassen. 

















Ce 





Aa,» 

Aa, 
(W) 

Ap, 

Ap; 

Ap; 


Dabei sind die 


schrieben, und der Kürze halber ist 9 (x, , ,) 
Neunersystem ist ein spezieller Fall des von ( 


systems: 


9,0%) 
(a) In (Y) 
— I a) I (Y) 
— I,(2) I (y) 


( 
In 


(©) 


GG (x), Aa, = 
=—=00, (x), Aa.= 
= 4; (2), Aa, _— 
—_ —_ C4F4lR), Av, 
= — Cd (x), Au = 
= En In), A De 


T'hetafunktionen in der 


IVere 


(a) (M) 
F2 (4) 912 (4) 
3 (a) da (Y) 

— Ir (a) dr (Y) 
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« f a‘ 
Fu (« 3 


( \ 
F (x), 


3 14 (A 


); 
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—— » ( Pr 
Aa;, — (N Cu3 Pas (x), 
Aa; Cy3 Fu; (x), 
> de m 
Ad, CU34 F(), 
A = ( 3. (x) 


straßsehen Bezeichnung ge- 


:F (a) gesetzt. Das Webersche 


aspary entdeckten Sechzehner- 


Y) 4 
(7) F 
Y) 4 
2 (Y) 4 


WW N 
13 (tl) JF3 NY) 
(N 9 


f \ 

(Lt) uU; (Y) 
\ 9 

l 7 (y) 


1 De 
(«) J. (y) ‚ 


welches ungeachtet der speziellen Charakteristiken bereits das allgemeinste 
darstellt, da es ja sämtliche sechzehn Charakteristiken umfaßt. 
ordnung der sechzehn Thetas will ich im folgenden als die Casparysche An- 
ordnung bezeichnen. 

Ziehe ich jetzt das System (I.) heran, so entspringt dem IVeberschen 
System das Sechzehnersystem 


. F (z) F, (x) 
u Wehe 7 
Fo, (&) 9..(2) 
(A) ke e s (x) Cd Y, (2) 
a. 
nn. d Fl) C d x 23 (2) 
"4 BE) 
FE 3, (x) ri \ 04 (x) 
24 € 04 
9) 4, (2) 
welches die ungeraden T'hetaquotienten mit den ersten Ableitungen der geraden 
Thetaquotienten verknüpft. 
3 (x) 
u 
die Summe 


Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 4. 





C 


Diese An- 


Fi A 
JF, ( U) 
F, (x) 
3, (2) 
F (x) 
v7 () 
0, 


Dabei ist, wie auch im folgenden, unter 


















Pr 


P34 


wo 


reihen 


Ö 


dx, 


Il 


— 


= k en) da, + (? 


verschwinden. 


3, (@) 


oder ein Glied dieser Summe zu verstehen. 
Die zugehörigen Differentialgrößen stellen sich wie folgt 


7 3 (x) 
3, (2) 


) . da, 
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(Ias >), da, + 2 ( 


dar: 


Co Ci (% 04 (x) dFa (2%) — In (x) Ada (2) ). 
CH Ca (I (x) d For (x) — I (x) d In (2) , 
Ca Can (I, (x) d Fa (x) —_ Fa (x) d Por (2) ); 


—(, c (4; (x) ds (2) — FH, (x) d9; (2) ); 
0 ch (4 (a) AI, - 9) AI, (a), 
- cd (I )AH-A)- 9, (a) d9,W), 


024 I (X) 
Pole, 
63 95 (2) Ps 
Ci4 Jr (x) 
= do 

65 45 (X) [ 17 
cn J02 (x) 

Er ! Ei Pı2» 
C5 Js (r) 


2,—=UV, 2, =0 


er Yı3 (@) an 
Cs Y, (x) 239 
( 3 J; (a ') 
(545 (x) 
ce 4 (x) 


syla) 


us (x) 


OL, 


x =U, 7,=0) 


)da, 


, 


— 1 


ı 


Als Relationen zwischen den ersten Ableitungen der T’hetafunktionen 
selber aufgefaßt, lassen sie sich sehr viel einfacher darstellen, wenn man 


319 


129 


2.0‘ 2 02 2 0? '2 a? 2 2 Nr a? 
2=cy 5 () + 0 Ya (x) + Con In (x) =(, 4; (x) +G 4 (x) +44 (2%), 


bzw. gleich einem der beiden Summanden gesetzt ist, entsprechend der Be- 
deutung von ds,;(2). Um nur die wichtigsten Relationen zu erhalten, 
welche zwischen den ersten Ableitungen gerader T'hetaquotienten und den un- 
geraden 'T’'hetaquotienten bestehen, genügt es auf das System (.J,) etwa folgende 
beiden Eigenschaften eines Orthogonalsystems zur Anwendung zu bringen: 
Erstens muß die Summe der Produkte zweier Horizontal- oder zweier Vertikal- 
Und zweitens: Mit jedem Koeffizienten stehen drei 
Koeffizienten in einer Horizontalen und drei andere in einer Vertikalen; 
die Summe aus den Quadraten des einen Tripels ist gleich der Summe aus 
den Quadraten des anderen. 
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die bekannten Relationen zwischen den 'T'hetaquadraten zu Hilfe nimmt. Sie 
| 
gehen alsdann auf folgende Formen zurück 


EHER - ER ARE Dd+ET, a), 
CHR) (2) — € PETE IX) -+ 6 cn In (X) I (2) = Ca Ca I (2) I (2), 
RER up $, + + Cr 3 Furl) IR) — CC In (a) I (a) — 5, C4 9 ) 1 (2) —=0, 

EHER DER HERILHERM. 


Dies läßt sich auch unmittelbar aus einem Sechzehnersystem ablesen, das 
sich durch Anwendung des T'heorems (II.) auf Webers Neunersystem ergibt‘): 


\ ! N] f y, " 
GC F, (x) — Co I (x) Cy F, («) C3 Yo «l 

( ! R, ; ( ’ + j . ( 4 : „' fi 

] Cu 0 (x) Cu Is (8) — (9a) 3 4; (X) 
(- 3) . y' [ : r g' (x) " y / \ „! Y ( . 
— CU (x) Bern 34 Wr \W) G Y, 

! ! ! / 
in I () oe Cos I ( *) Ce Fr (x) G5 J; (l) ® 


Es faßt die ersten Ableitungen der zehn geraden T'hetas mit den sechs un- 
geraden 'T'hetas zusammen. 

Noch ein drittes Sechzehnersystem verdient hervorgehoben zu werden, 
das sich aus dem Wederschen System unter Zuhilfenahme des Systems (VI.) 
ableiten läßt. 

Es wird genügen, vier Koeffizienten davon hinzuschreiben, von 
denen der erste die Koeffizienten 9,,,... 9%, und die drei anderen die Rand- 
koeffizienten 9143 «+: , 9413 +.., 94, repräsentieren, wenn ich noch hinzufüge, daß 
für die Anordnung der sechzehn T'hetacharakteristiken wieder die Casparysche 
Anordnung zugrunde gelegt ist: 


J, (=) ' ' J (a re) 
Cy 6, dF- 3, (@ - Ca 03 IE) I @), — (5 Cd rs g° r) 
(+) | 
(5 63, d Zu 4 
J. \& 








wo 


5 (a) 2= Ar I (a )+ Ca I (A Ü) + Cop I (a )=65 { (2 vo) +63 I (A )+cl (X). 


Für die Nullwerte der Argumente nimmt dieses System die einfache 
Gestalt an: 


*) Vgl. Deuxieme Congres intern. Paris 1900, S. 280 und Jahresber. der 


D. M. V. Bd. 12, S. 104. 
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» nal "f " 2 7) 
Gy (6; Gy — Cu, Cz (5 (c; 6 —C, C, ) 
* N > > „m ‚ 
Cyi (6; € ni — Cy Cz ) Cı2 (&% Cy2 ._ Ci9 Cz 
. N En „ 
— Cy (c; Ca — Cu €; E33 (c; C3a3 —— Ca3 C5 ) 
r ? ‚2 
l! C; 694 GC; Cy 
# ;) : i „ e m 2 
E . (e 5 CG za (4 Us ) —— C5 Cj3 
7 ı2 
—Cy (6; 0 (46; ) 6,6; 
’ „ » Ra 2 
ı2 
C; Co 0, 


wo die 9;;, 9, unter die 9,,, 9. (?=1,2,3,4) gestellt sind und 


A p2 ne) di. + ee az, 


x, ==). n=0 ü zı=U, X, =) 
. ‚3X 0’49,;(x 04y,;(& e 
c". (7 f s( 2) dx? an 5(; ’)da, dzı.+ ( 13 \ da} 
’ BE: o2,0r „ or,‘ u 
‚ =U n=U, ,=0 mel, 0 


bzw. gleich einem der Summanden zu setzen ist. 

3. Line Methode, aus emem Sechzehnersystem durch infinitesimale 
Transformation seiner Parameter Orthogonalsysteme abzuleiten, mit Anwendung 
auf das Casparysche System der Thetafunktionen von zwer Argumenten. — 
Im Vorhergehenden habe ich eine Methode verwendet, die erlaubt, aus der 
I}eberschen Anordnung der zehn geraden Thetacharakteristiken Orthogonal- 
systeme für die Ableitungen der T'hetas zu gewinnen. Ich will jetzt eine 
andere Methode darlegen, vermittelst deren aus der Casparyschen Anord- 
nung (C) aller sechzehn Thetacharakteristiken neue Orthogonalsysteme für 
die Ableitungen der 'T’hetas entspringen. 

Dazu schicke ich zunächst eine Bemerkung über die Zirler-Cayleysche 
Parameterdarstellung eines Sechzehnersystems voraus. Nämlich, bilde ich 
die Ableitungen der Koeffizienten 9,, also etwa 


day = dm — od, — 0, di, + ae, dP, + Pı de, —P, da, — P, de, + P,de,, 


so genügen diese im allgemeinen nicht mehr den Bedingungen der Ortho- 
gonalität. Mache ich aber die Voraussetzung, daß die Argumente des einen 
Parameterquadrupels von denen des anderen verschieden sind, und differentiiere 
ich bloß nach den Argumenten eines der beiden Quadrupel, dann bewahrt 
das System der d”g, seinen orthogonalen Charakter 
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Nunmehr erinnere ich daran, wie Caspary zu seiner Anordnung der 
sechzehn Thetacharakteristiken gelangt ist. Er setzt für die Parameter «e,,/> 


[2 i 4 


je dasselbe (öpeische System von 'T'hetas mit verschiedenen Argumenten: 


6, (ty at), Pi (4—Yyı, a—Ya); 
= du (X, +Yı, 2,4 Ya); I ,= d, (X, Yı,lz — Y,), 
6 ty, atYy), Ad U Ya Ye), 
tet et), Data Ya — Yo), 
wobei die Funktionen 9 von den Moduln 27,,, 27,,, 27,, abhängen, und trans- 
formiert die bilinearen Ausdrücke der Form 4,7, +%P,,t%P,, + P,, unter 
Benutzung der Formeln für die quadratische "Transformation. 
Es wird genügen, die weitere Betrachtung an einen dieser Koeffi- 
zienten anzuknüpfen, etwa 


ae A} A) > ar Nı \ 
Mh; th) IY)- 


Ich führe ein 


dann ergibt sich durch Differentiation nach den £, die durch einen Strich 
angedeutet werde: 


7 £-+7 /EH+r e—n\ 
ı hr» ! > ' > ze “ a > f 4! 9 nu 7 Ü - j 
J 2.(P, Bat) ) JH 5 )+9( > DEAN > ) 


c £ . \ - 
>. Te ,. 2 _.n CZ s—U\ arm Ss + F oa ar/S5 I\ar{f-rN\ 
4,0, 0 I, — za +} 0, )=U 5) )9 ) u. 29 > )® \ .) ) 
( + ar ge—n 
+9( > Hl 5) ) 


und allgemein in symbolischer Schreibweise 


n n ’ ’ n e—1 ! & ’ & n r &E—ı ’ 
2 (er Hr — Pa? + P,0h )=[9, 5) )( > )+ (6 x Hl .) ')| . 
Die linken Seiten dieser Gleichungen sind offenbar die Repräsentanten der 
Koeffizienten eines orthogonalen Sechzehnersystems, da die vier T'hetas eines 
(Göpelschen Systems und folglich auch ihre Ableitungen linear unabhängig 
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sind. Um einfachstmögliche Systeme zu gewinnen, nehme ich das eine 
Mal », als konstant an, also 7,=2«a und setze $=2r. Alsdann erhalte ich 
den Satz”): 

VII. Die n-ten Ableitungen der sechzehn Produkte 


I, ta ar)I, B (, — 4% —4;), 


wo d,,a, Konstante bedeuten, bilden in der Casparyschen Anordnung ein Ortho- 
gonalsystem. 

Füra,=a,=0 nimmtdas System die einfachere Form an: {d"9, ;(&,:0)} d.h. 

Die n-ten Ableitungen der Thetaquadrate bilden in der Casparyschen 
Anordnung die Koeffizienten eines Sechzehnersystems. 

Dieser Spezialfall kann auch leicht aus den T'hetarelationen gefolgert 
werden. Es genüge daran zu erinnern, daß, auf Grund der Formeln für 
die quadratische Transformation, jedes 'T’hetaquadrat und folglich auch dessen 
Ableitungen durch vier linearunabhängige 'T’hetas mit doppeltem Argument und 
doppeltem Modul linear dargestellt werden können”*). 

Das andere Mal wähle ich 5=0, also n=2«, dann verschwinden 
bei ungerader Anzahl von Differentiationen die Koeffizienten des Orthogonal- 
systems identisch. Bei gerader Anzahl nehmen sie die Form an 


Nn= > . + [Ia) g' (x) u ”(2)], 
N 4: + 19) IN(e) —49' (2) I") + Bi 9"”(2)], 
n—=6: +[IC) IM a) 6 I) I) +LEI AI (a) + 109""la)] usw., 
wo sich das positive Zeichen auf die geraden, das negative auf die un- 


geraden Thetacharakteristiken bezieht. Allgemein lautet das Resultat”“”): 
VIII. Die sechzehn Funktionen 


PD ILIIPI CHE IT HH II” @) 
1 . ä 
+ HI) 


(0o=1,2,3,...) 
bilden in der Casparyschen Anordnung die Koeffizienten eines Orthogonal- 
systems. 


*) Vgl. Deuxieme Congres intern. Paris 1900, S. 279. 
**) Vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. Leipzig 1903, B.G. Teubner, S. 340. 
***) Vol. C. R. Bd. 125, S. 486—489 (1897). 























Für 


I, (a)d’In9, (&) 
(2) d’In 9, (2) 
— I) d’InIa(l&) 
3,(2) d’In9;,(@) 


(Ja) | 
3 ()d’In9, (x) 


— 9,(2)d’In9,,(x) 
3,2) d’In9;,(@) 
Ina) A In Il) 


Werden 
fache Orthogonalsystem: 


noch die Argumente gleich Null 


" z 
G) Cu 


Zi A 


Ca Con CC BE 


(J,) 2 7 j | & 


Cu3 Eo3 33 


In dem Fall o=2 begnüge ich mich, das 
Argumente hinzuschreiben: 
Cu + 3, (oc 2 — 3% 
IV ‘ 2 
(.J,) Cine N +3c, GC +3ec, 2 
5) 
„IV . 2 
— Co Coz —3ch 033 T- , +3c; 23 
— 40,04 2 4, 14 ( er 
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o=1 nimmt das System die bemerkenswerte Form 


gesetzt, 


an: 


— 9 (x) d’In 9, (x 
Ep ) d’In9,(x) 


3 I, (a) d° In’ (4 ') 
9,0) )d’ In Il) 


re 


-9,(2)d’In9,;(x) 

4 (a)d’In9, (x) 
9: (d)d:In 9, (0) 

I (a)d’InY, (x). 


so erhalte ich das ein- 


System für die Nuliwerte der 
C; 7 1 IC, 4 c en 
— ll ICH TARA 
I\ er 112 „' m 
Cz34( 4 F+5CH4 dc, €, 
— 4c,C L ! +3c,. 


Mit Rücksicht auf die nachfolgende Untersuchung will ich das System (J,) 


noch umgestalten. Ich bemerke zunächst, 


daß die Orthogonalsysteme (.J,) 


und (.J,) ein gemeinsames Parameterquadrupel besitzen, nämlich die »-ten 


Ableitungen 0’ für den Nullwert der Argumente. 


Ieh kann daher von dem 


zweiten Hilfssatz der Einleitung Gebrauch machen und finde, daß die sechzehn 


Ausdrücke: 


Fa; (A v) / 
92(2) d’In 9,5; ( 


t) Ca 5Ca 7” 


1 2 
’ 
Caß 


Er 


in der Casparyschen Anordnung ebenfalls eine orthogonale Gruppe bilden. 
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Ich will jetzt die hyperelliptische @-Funktion einführen, indem ich 
sie durch die Gleichung*) 


(.) — P1n9,;@%,%) = 9,5%, ©) 


definiere. Hierzu bemerke ich: Würde man an Stelle der T’hetafunktion 
die Sigmafunktion einführen, wie sie von Herrn Alein*) definiert worden ist, 
und deren negative zweite logarithmische Ableitung als „»-Funktion auffassen, 
dann würde die so definierte »-Funktion von der obigen sich nur durch eine 


aß 

10 623° 

scheint es einfacher, die obige Definition beizubehalten. 
Weiter setze ich 


additive Konstante, nämlich unterscheiden. Für das Folgende er- 


Nr (x . 2.) fi | | 
| 35 ET u: 1a# A, %); also Is (X , X) — 1, 


und will noch die sechzehn Funktionen 
(6 . al” CapCag — Cap u 
\ .) las (X, 2) 9; &) ae ce? n = Ja3 (Kr) 
2 


einführen, welche zusammen mit ihren Ableitungen sämtlich an der Stelle 
&=0(,a,=0 verschwinden. Alsdann kann ich die vorstehenden Resultate in 
die Form kleiden: 

IX. Die sechzehn hyperelliptischen g-Funktionen, jede multipliziert mit 
der zugehörigen q-Funktion, d. h. mit dem Quadrat des zugehörigen Thetaquo- 
tienten bilden, ebenso wie die sechzehn Funktionen 7,3 (&, %), in der Caspary- 
schen Anordnung die Koeffizienten von Orthogonalsystemen. 

Endlich lassen sich aus den in Satz VIII. aufgestellten Systemen 
weitere neue Systeme durch Differentiation nach x ableiten, da doch die 
bilinearen Formen «{” Pi +e, ++ A, wo &, & die 
positive oder negative Einheit bedeuten, ebenfalls zu einer orthogonalen 
Substitution gehören. Ich erhalte daher Satz **) 


*) Vgl. Klein, Math. Ann. Bd. 27, S. 435, 438; Bolza, Amer. Journ. Bd. 17, S. 22 
(1895); Baker, Abel’s Theorem and the allied theory etc., Cambridge 1897, S.292 und Baker, 
Amer. Journ. Bd. 20, S. 312 (1898). 
**) Vgl. Deuxieme Congres internat. Paris 1900, S. 280. 
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X. Die n-ten Ableitungen der sechzehn Funktionen fÜ2, wie sie ın 
(VIII.) definiert worden sınd, bilden in der Casparyschen Anordnung die 
Koeffizienten eines Orthogonalsystems (o,n=1,2,3,...). 

Für e=0 sagt der Satz aus, daß auch die n-ten Ableitungen der 
sechzehn Funktionen q,; (2) - 9, («) und J,; 
gonalen Substitution erfüllen (n=1,2,3,...). 

Unter den Systemen, die hieraus für die Nullwerte der Argumente 
fließen, hebe ich dasjenige für n=2 hervor, welches auf ein Neunersystem 
zurückführt: 


(x) die Bedingungen einer ortho- 


Go— — (Ce er + E 4G— a ( 

J Ca Cu — Hh Cola — ir -— uch 0 

ER DER, 

k (9 Ci + Ca Co3 ch — ch” Con es > NE 0 
0 v 0 Gere 


Aus dem Entstehungsprozeß der Systeme von Funktionen, für welche 
in dieser Nummer der orthogonale Charakter nachgewiesen worden ist, läßt 
sich schließen, daß zwischen den Funktionen eines jeden dieser Systeme die 
gleiche Art der Abhängigkeit besteht, wie sie bei den T'hetaquadraten wohl- 
bekannt ist, daß nämlich, allgemein gesprochen, die Funktionen eines jeden 
Systems durch vier linearunabhängige unter ihnen ausgedrückt werden können. 
Es ist nun bemerkenswert, daß für die q9- und j-Funktionen und ihre Ab- 
leitungen diese Abhängigkeit eine noch speziellere wird, wie in Nr. 6 
dargelegt werden wird. 

4. Die Graßmannsche Fundamentalformel und ein Multiplikationstheorem 
für orthogonale Sechzehnersysteme. — Die im Vorhergehenden aufgestellten 
Orthogonalsysteme lassen sich mit einander in bemerkenswerten Zusammen- 
hang setzen unter Verwendung eines Multiplikationstheorems, das sich auf 
orthogonale Sechzehnersysteme bezieht“) Ich komme zu diesem T'heorem 
vermittelst einer Identität zwischen sechzehn Parametern. Um diese Identität 
abzuleiten, gehe ich aus von der @Graßmannschen Fundamentalformel, an 
welche ich bereits erinnert habe: 


lab|icd] = [a 





ec) [dad] — [aid] |b 





c|. 


*) Vgl. Leipziger Ber. 1900, S. 141, 142. 


Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 4. 






























Ich benutze sie in der Gestalt 


la;d; b;e;| = [a;|d;] ld; 





setze an: 


a=ae +W,e,+0,e,+e, e, D, 


da,=ae —ad,e&,t0,e —o, e, b, = 
a, — 0, 0, 0, — 0, e,+e, e b,= 
a=uae +,%, — 0,6, —ı0,e, DB = 


c =Y, e, +7; e, +7 e, +7, e d, 
6, —=Y, e +7: % 1,9, 090 2 
0,— 10 1, + h, , — 7,0 d, Kae 





u 











sehreiben kann: 














a,b, = (a), ,; a,b, = — (aß), a,\b, 
ce d, unge (YO), ce, d, N (Y Pi C; d, 
a,\c, =(ey),,; a,c,= (ay),, a,|c, 
b,\d, = (B0),,. b,\d, = — (20), b,\d, 


innere Produkt «;d;|b;e;. 
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c;) — 





la;|c;] [d;|b;]. (i=1,2,3,4) 


Indem ich die «;,d;,c;,d; als extensive Größen eines Gebietes vierter 
Stufe auffasse, kann ich sie aus vier Einheitszahlen e,, e,,e,,e, ableiten und 


P, u Co P; e, — P; e; + P, e 
La; ste, 
P; e —h e, —Pß, e, + e; 
P, e, — P; 0, P; e; + P, e» 


Ö, e — Ö, Ya: Ö, e; + Ö, e 


eo +d,.+4e+0e, 
de —d,e,td,e, —6d,e, 


e=N, e, Tr e, —) e; +7 e d,=—6, e, gt 6,e,+0,e, +6, e. 


Die vier Einheitsgrößen genügen den bekannten Festsetzungen 


e; e,=—e, e, 
(0, eh 

e |iE, — 

k A 

| 1, ı = k, (i,k,!=1,2,3) 

(0, k#+1 
e;e,\e,e, — 

1, k=1. 


Die inneren Produkte der Fundamentalformel nehmen dann Werte an, 
die ich im Hinblick auf die Euler-Cayleysche Parameterdarstellung (S,) so 


(AB), a,\b, = (aß), ,; 
(YO): c\d,=(yd),, 
(Ry)ıı ae, =(ey). 
_. (30),,; b,\d, = (80) 


| 





| 





| 


14? 


wobei ich die Koeffizienten der Sechzehnersysteme, die aus je zweien der 
Parameterquadrupel «,, Pu, Zu, u aufgebaut sind, durch (@P)a, (YO), 
(2), (70), bezeichnet habe, um ihren Ursprung sichtbar zu machen. 

Ich bilde weiter die äußeren Produkte «;d; und D;c, sowie das 
Summiere ich endlich über _=1,2,3,4, so 
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zeigt sich, daß die Summe FI [a;d;|d;e;) identisch verschwindet. Hieraus 


il 


entsteht die Identität: 


| (N (zo) + (aP)ı2 (ZN + Pu NMEt+ eu Nr 


XL) A 
m (ey) (PN.— (&yY)4 (N. — (2) IN.-+ (a) GL 


und das ist eine Identität zwischen sechzehn beliebigen Parametern, denn bei 
ihrer Herleitung ist von den Orthogonalitätsbedingungen kein Gebrauch ge- 
macht worden. Diese Feststellung ist von Wichtigkeit, wenn es sich darum 
handelte, aus der Identität die Additionstheoreme der T'hetafunktionen ab- 
zuleiten. 

Für das Folgende fasse ich die Identität als bilineare Relation 
zwischen den Koeffizienten von vier der Orthogonalsysteme auf, die sich 
aus vier Parameterquadrupeln zusammensetzen lassen, und leite daraus ein 
Multiplikationstheorem für Sechzehnersysteme her. 

Zu dem Zweck wende ich auf (XI.) die Substitutionen an: 


a "er "er ” Mi a 0 0,0 4, 

I 4 
Ö, _ r / Be Be " Pa Pu. 3 0,\ 
d, —d, —d, d,J’ 0, —d, 0, 0,J’ do, —d, d, 0, /’ 


dann kann ich das System der resultierenden sechzehn Identitäten zusammen- 
fassen in das folgende Multiplikationstheorem: 


(AM (@P)ıe (eP)ı (eP)ır Yo Ye (YO) (Au 
(ef) (ehe (RA v da NM da (N 
- (a )ıs (a )ıa (eu gr (@P)ı: (YO) (N); (70) 33 (70) 

(eu (ap) — (@M)ıs - (A) Fe (ZN m Ns ” da r dar 


(@Y)u (@ 7 )% ‚ (7) 73 (@/)ı (AO) Ko (PN); (N u; (BO): 
(&Y)a (@y)3 — (&Y) u: (ey )ı3 2 (BI), (PN 2 (30), . (PN) 

— IN & Ir a‘ N‘ 
BER (@y) rg (&Y )sa (0) (0 )ıs — (PO), (| 0) (30 )aa — (PO) 


En (&y)u (ey), (&Y )aı (ey)ı (P9),; (PN) (PN); (PO).- 


Die Multiplikation ist dabei so zu verstehen, daß die :-te Horizontal- 
reihe des ersten, mit der &-ten Horizontalreihe des zweiten Systems multi- 


ya 
15) 
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pliziert, gleich dem Produkt der entsprechenden Horizontalreihen des dritten 
und vierten Systems wird. 

Die auftretenden Systeme sind, wie man sich leicht überzeugt, sämtlich 
Orthogonalsysteme, insbesondere sind die Systeme |«ß} und I70}] Elementar- 
systeme. Bezeichne ich die letzteren durch {@/}’ und !%d}', dann kann ich 
symbolisch schreiben: 


(XI1.) ep x tydl=layl x |PON', 


und ich kann sagen: Multipliziert man ein Sechzehnersystem |y0'} mit einem 
Elementarsystem |«e/3}', dessen Koeffizienten mit den Koeffizienten der ersten 
Horizontalreihe des Sechzehnersystems |«/} übereinstimmen, dann ergibt sich 
ein Orthogonalsystem, das sich durch die Vertauschung Ei .) nicht 
ändert, wenn ich gleichzeitig die erste, zweite, dritte, vierte Horizontalreihe 
mit der vierten, dritten, zweiten, ersten Vertikalreihe vertausche. 

Durch weitere geeignete Parametersubstitutionen läßt sich nun er- 
reichen, daß als Koeffizienten des Elementarsystems !«/Y}' die Koeffizienten 
einer beliebigen Horizontalen oder Vertikalen auftreten. 

Dem Multiplikationstheorem (XII.) läßt sich noch ein anderes an die 
Seite setzen, das entsteht, wenn ich auf die Identität (XI.) die Substitutionen 


anwende: 
5 Od, 0; 2) 


[> Gr 0 % u u & 

0, —0 4, .) En 0, 4, ) 
Au 3 Zu ) 
x 0, d, —, 


ME u‘ > MEER 
d, —0, —d, b, M EN, AED JR 300. U he 


Dann ergibt sich: 


Mi Ae (ehE (AM Yo N) YdE YNMu 
(Pa (ed) (ed (Ne a Ya 9) da YO) 
(PD) (EP) (ed) (ap) -. Yo Ya Yda YO 
(ea (ee (eds (eh) - (a - Na -Na -(Y 0); 
(er) (era = (era (ed Na - BIN Na — (PN 

Ei (oy)s (ay)a (ey) —(aY)a a IN) (PN: PN — (PN 
4 (ay)a (ey) (ey) . (ey) u (PO) (PO) (AO) ” (BN);, 
— (ey) — (er) — (ay)a — (ey) N PN PN (PN 
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oder symbolisch geschrieben: 
(XIIT) al x Wyol=ler'= 130)", 


d. h. aus der Multiplikation zweier Sechzehnersysteme |«/} und |yd} entspringt 
dasselbe Orthogonalsystem, wie wenn ich zwei Flementarsysteme \ey|' und 
26)" mit einander multipliziere, deren Koeffizienten mit den Koeffizienten der 
vierten Vertikalreihe der Sechzehnersysteme ey} und |} übereinstimmen. 
Auch hier kann ich natürlich durch passende Substitutionen erreichen, daß 
in die Elementarsysteme die Koeffizienten einer beliebigen Horizontalen oder 
Vertikalen eingehen. 

Von diesen Sätzen werde ich im folgenden nur den speziellen Fall 
d= verwenden. Alsdann verschwinden die Koeffizienten (0), (PN, (PN), 
und der Koeffizient (0), wird gleich Y+P?+/%+/%. Die beiden Sätze*) 
(XIL) und (XIII.) lassen sich dann wie folgt aussprechen: 


l 


(XIV.) la} x rPl= ayl-2/° 


’ 


XV.) laß] SWRl=layl- zB 


Iyı 


Dabei verdient noch hervorgehoben zu werden, daß bei Vertauschung zweier 
Parameter, etwa « und /, die Randkoeffizienten (oe). (NM), (PM; 
(Ma, (PM, (a); des Systems }e/} ihr Vorzeichen wechseln. 

5. Die hyperelliptischen @-Funktionen. Die Rosenhainschen und Göpel- 
schen Relationen unter den g9-Funktionen. — Die Identitäten, welche ich 
in der vorigen Nummer aufgestellt habe, erweisen sich für die Theorie der 
Thetas von zwei Argumenten als recht brauchbar. So ist es möglich, aus 
ihnen die Additionstheoreme für die T'hetas unmittelbar abzuleiten”*). Gegen- 
wärtig will ich sie benutzen, um den Zusammenhang unter den sechzehn 
hyperelliptischen @-Funktionen näher zu untersuchen. 

Ich ersetze die Parameter «, dureh ihre 2e-ten Ableitungen «{, 
wähle für die drei Quadrupel «,,?,,7. (u=1,2,3,4) wieder je dasselbe 
Göpelsche System der 'T'hetas mit doppelten Moduln, wie in Nr. 8., und 
nehme bei den Quadrupeln «“® und ?, die Argumente gleich Null. Alsdann 
werden die Koeffizienten des Sechzehnersystems |«“®y} gleich den Funk- 


*) deren erster bereits in den Leipziger Berichten 1900, S. 141, 142 mitgeteilt 
worden ist. 
**) Vgl. Sitzungsber. der Berl. Math. Ges. Bd. 6, S. 59—68. 
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tionen /P(«), wie sie in (VIII.) definiert worden sind, und die Koeffizienten 
des Elementarsystems |«@®5}’ gleich Nullwerten der /YP’(x), die ich mit 
(’?P? bezeichnen will. Weiter, das System je} geht in das System der 
Thetaquadrate {9% ,(«)! über, und endlich &/5? wird gleich c;. 

Hiernach erlaubt das Theorem (XIV.), die sechzehn Funktionen 5 f\?’ (x), 
welche aus den o-ten, (o-+ 1)-ten, ... 20-ten Ableitungen der T'hetas homogen 
zusammengesetzt sind, vermittelst der 'T’hetaquadrate darzustellen, wobei 
als Koeffizienten die Konstanten (P auftreten. 

Ich will für die weitere Betrachtung den Fall o=1 zugrunde legen, 
wobei ich ausdrücklich bemerke, daß dies nur der einfacheren Schreibweise 
wegen geschieht, da die weitere Untersuchung auch auf die allgemeinen 
Funktionen f(x) anwendbar bleibt. 

Ich beginne damit, in dem Fall o=1 die in Rede stehende Dar- 
stellung explizite hinzuschreiben. Hier werden die 


I) =I;,(a)d’ In I, ;(“) 


und die Konstanten 


er n „2 
Ge „( zu 7TL 


[74 R a 3 


Wegen der Homogeneität der Relationen darf ich, nach Division durch 
43: (x), an Stelle der /)(x) die Funktionen 9,;(2)9,;(x) und an Stelle der 


7 2 
ar] . ” € c € ° o. ° . . 
C) die Konstanten — “7? —“? einführen, wonach das Multiplikations- 


c5 


theorem (XIV.) die Gestalt annimmt: 


Go —-G% C4Cy Ca du (x) Gr (x) 94 (x) Qı3 (x) 
CyC, Go —6h RN > go1 (X) g12(%) — 414(2) 95 (X) 
7 r? m! 7 Ge 
— 6464 C13 Co 626; — du (X) 923(%) 942) 9 (@) 
c', Cy Ch (3 G 6 ef I24 (x) Iv4 (x) Ir (x) —1 


9) m RR) 4 95) 1%) 9%) 

Qo2 (Ü) Yon () 1348) PCR) UI ud) 
WIR EM PR MÜLL) —% (Pr (%) 
PR) 9 U) Pol) Ion ) Por €) Io (X) (X) 
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Ihm entspricht das folgende Formelsystem’): 


—- Gy) - 9% RR) -aG a @)- ch Is M=GPp; (X), 

HERE RE 

ed IHRER + EIER, 
cs MG, R)+ar Hd) Ct ‚d A) Pr), 


RE ÜRE BR=eR 
— 3% u) - 0% rl) 5 MR) 5 Egal) Pr), 
— 4% m) + cs 9() —&% ulr)ta% Bd) = 513) Par), 
5 m) 5% el) + ulr)+oH BO) Eur) Yu), 


cc! Au) + me) = de 
CC os) — CoCu 923(2) +61 Qu (2)-34, 4 W=G 142) Pure), 
WIE u) ac Dr DEI) 
cha os) — Cr € PslR)— CC 9 (2)+ Cu qı (2) =; Au (R) Por (2), 
— CC Iarl®) + 2% ul) aa u) + =Elr)p5lR)), 
2% Gate) + Il 2) ml) =Eg (a) (8), 
ROLLE OLLETNORLZELTTONTG 
| € ul) - Frag )-% 4n(2) -69G =GW (2) (X). 


(4) 





Die Darstellung der sechzehn Funktionen 9,;(2)g9,; (x) vermittelst der q,;(«) 
ist nun auf mehrfache Weise möglich. Dies läßt sich erkennen, sobald man 
das andere T'heorem (X V.) heranzieht. Diesem entspringt nämlich das System 


a -04 ad ad -2OI EU 

Cor Con CH u & Er v1 () ed) la) 
— ui 26 Ay a pi — 15 () 93%) He) Ma) 
u m m a Bd HD el —1 


3) ED BEE ER 
a9 (&) AR) MAP) A )9: (X) 
5 (95) N13(2) W13(%) A) HP 
WATER) BR) (&) 9 (Ü)pı (%) 9; (@), 


2 
= —6X 


) Vgl. EEE dieses Journaj Bd. 65, S. 342. 
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woraus für vier der Funktionen 9,;(2)9.;(%) bereits vier Darstellnngen ver- 
mittelst der T'hetaquadrate hervorgehen. 

Aus derselben Quelle fließen durch geeignete Parametersubstitutionen 
oder — was auf dasselbe hinausläuft — aus dem hingeschriebenen System 
durch Vermehrung der Argumente um halbe Perioden — analoge Systeme 
für die noch fehlenden zwölf Funktionen q,;(2)9.z(&2). Und so erhält man 
jedes der 9,;(@)9„,(2) zunächst auf vier verschiedene Weisen vermittelst 
der q,;(x) ausgedrückt. Ich begnüge mich, diese Ausdrücke für vier der 
(39a, binzuschreiben: 


7 7 7 r? 
Go AM)+E AM) +C €, 94 (2) + 613013 (x) en — (59; (x); 
7) ! Zi ‚2 = 
Ct 'oı 01 (@ Ü)-+ Ca Cr Qı2(: Ü)-+C 4 Ci4 VER v)+c; G3 (A ') ee 9;(X); 
Ey 3 Qos(2 + nal die 49342 ah 1 (x) = — 69,2), 


2 


C 1 MC. )+ Ca Ior\ (@) +c Ei Io. (X) +65€ =—-6G 95%), 


w 


HI R- A HI+E HD=EE, 
+ dt !-E WON) Pl), 
CC 1a (X) — CC Jar (X) — CC Gun X) + a = 659, (2) 9, (2), 
iR. 5 Aus (2) + Ci 1ld)+ £ 14 )—- 66 1) = 5) pı (x) ) 


CC u) + & 93a) —C € 1X) — ci3qı (2) =59%(2)9; (X), 
— CC Jah) — Cala) + CHR) + =G55(Ü)9 (X); 
3 pa) 36H Lt CH HT + 95 @)=659; (2)9;(x); 
FR Ioı (A DE REM 2) — Ch HM) 55 MEER) PR); 


60 EM +RE a) an) + en = 65 93(X) Pu), 
— Co Ein Qua (U) + E12 Cr Pa (a) — € De )+ “  aÜ)= 64 (x) 913 (2), 
CC Ir (X) — CC Na) + Cr Ca Qıalz) — ce“ % @)= 595 MP (X), 
aM gu ()— ch, % (&)+ ch 9 (2) — C,c5 3X) = 65 Qı3 (X) Pı3 (X) 
Hinzu kommen noch weitere Systeme dadurch, daß ich in (XV.) die 
Vertikal- mit den Horizontalreihen vertausche. Das geschieht durch An- 
u A) 


'), welche die («/P),, in 


wendung der Substitution E- N 
“1 1 1 ı 


(«/),;, die (yd),, in (yd),;, usw. umwandelt. Es genüge, das erste der vier 
neuen Systeme hinzuschreiben: 


Jahnke, Differentialrelationen zwischen den T'hetafunktionen. 275 


CyCy CC 4 —CyCH — 4 {u (&) Joı (%) (Jos (x) gg. (X) 
— 6,6, C12C12 Cyy —a i 42 (X) 12) 13) — dos (X) 
a u Ca in KU) MI a) — Ina) 
ee a 6% -Hd -V) -4@W —1 
1)5 (t) 402 (x) WR (x) (do (%) ya (x) Ars (X) 924 (X) 
a — 4) 9 (X) 9 (X) I24 (U) 9ar 2) — Goa (U) 9a (X) 
Aa (U) 904 CC) 40) ) 9) — An) Pin) 


I (%) Pl) — 44 (2) 94) din (&) 902 (2) $95 (x) . 


Hiernach ergeben sich für jedes Produkt einer hyperelliptischen „-Funktion 
mit einem T'hetaquadrate gleicher Charakteristik «acht homogene lineare Dar- 
stellungen durch vier 'T'hetaquadrate”). 

Ich habe also 8-16 Gleichungen, die ich auch als acht Systeme 
linearer Gleichungen für die q,;(x) auffassen kann. Ihre Auflösung liefert 
die q,;(x) linear ausgedrückt durch je vier Funktionen q,;(%) 9.56%), und 
für jedes q,;(x) ergeben sich acht solcher Ausdrücke. Für die Auflösung 


7 ‚2 


der Gleichungen ist zu beachten, daß die sechzehn Konstanten c, ;,;—,; 
in der (@sparyschen Anordnung ein Orthogonalsystem bilden [vgl. (J,)]. 

Ich greife zunächst vier Gleichungen heraus, welche linker Hand 
das Vierersystem (%), 92.(2), (2), 913 (2) führen; sodann die Gleichungs- 
systeme mit den Vierersystemen 4, Yı2» Yıas % DZW. u, Ps; I, 9ı und 
243 Io Ja, 7, und gewinne durch deren Auflösung: 


u) le 
0% (a)=— 6, 65 9x) + Ca Ca (X) (RX) — Ca 3 (Rt) (x) — ao (2) 913 (%) 
dee ME 


. 


(nl; Pl) — a: (2)9,(2)+ a " (2) 93 (©) — 6; 65 913 (&) 913 (X) 


ORT FR €) En LER CE 722 019 ROTKEHE EDIT TEC De u Ca 13 (x) 93 (R) + Ca Cs Is A) P13 (X) 
Inden) dt Kr eeeeree 


CHE - HH) - GE NVA) en BD) (+ Ca CH 913 (A) pP (X) 
C 93 W)=-G 9l)+ Ci3 NUM) — C C5 %(2)9; (x) Pr. Ed Iı3 (Ü) 913 (2) 


(A) 








*) Vgl. die Notiz in Ü. R. Bd. 126, S. 1083 bis 1085 (1598). 
Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 4. 237 
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[c dus (2) = — Cs Cs (L) — ei NDR) + HB) — Cr Cu 913 A) Plz) 
Ua) =— 363 P5 (2) + er I (x) 9 (ÜM)+GCG (2)9; + C12 Cı2 913) 913 (X) 
Us (2) = —CyCy4Ps (2) + ch, nla)p, (a) — ec, cz, 438) 93) — Cerca NR) 913 (2) 


\ r2 " ‚2 2 
| Cm @a)=-G Hd-%5 5 Heap) BR) +G 9 (X) 91 (X) 
Js) 
Ü 94(2)=— Ca 95 (%) + Cuz Cup (2) a) — CE Can 1(2)93 (8) - © CH 913 (2) 913 (X) 
Umla)=— Cu 95 (x) — (403 (a) 9 lR) — Cı2 Ch) 13 (X) 9; (x) +06 913 (2) 913 (2) 
Un (a)= — 95) — Ca Ca (pi (2) + CC 12): (2) — Cz 913 (2) 913 (2) 


‘ 2 ; 2 ‚2 . 
( =—- Ce GG AHA) + CARE EA) LE: 9) PR), 


wo 





‘ ‚2 — ‚2 ‚2 » 2 ‚2 » 2 „2 £) rt 
( C,=(CyCy + Ca Cm + Co Coz +Cy4 
_ je ‚nn? „2 ‚2 2? ‚en? RT... 
66% +CpCıa +C3C3 + Cr 

2 „2 


FAN . ‚n2 \ R ir. 
=(,(, + 644614 + 07464 + 02 


4 rt rt 2 
= Ch +6; +6, + (5 (5 


gesetzt ist, d.h. die g-Funktionen drücken sich linear und homogen durch 
die vier Funktionen 4,95, 191, %9s, 9591, aus. In bekannter Weise fließen 
hieraus die Darstellungen der g-Funktionen durch die vier Koeffizienten einer 
beliebigen Horizontal- oder Vertikalreihe des Systems }4,; (2) 9, (2)}. 

Alle diese Entwicklungen lassen erkennen, daß für die q9%-Funktionen 
dieselbe Art der Abhängigkeit bestehen muß, wie sie bei den T'hetaquadraten 
wohlbekannt ist, nämlich daß jede durch vier linearunabhängige von ihnen 
linear ausdrückbar sein muß. Man kann aber noch einen weiteren Schlub 
unmittelbar ziehen. Zu dem Zwecke erinnere ich an die Unterscheidung 
der T'hhetacharakteristiken in Zosenhainsche und Göpelsche Systeme”). Lege 
ich die mit allgemeinen Indizes hingeschriebene Anordnung der Theta- 
charakteristiken 

a ad as [Y 
P Po Pe ay 


’ (+ ip; d,e=(), 1, 2,3, 4 


yyd ye aß a+örr tote 


dee ) 5 


zugrunde — wo von den Vorzeichen der 'Thetas abgesehen ist, da es für 
den vorliegenden Zweck nur auf das Bildungsgesetz der Charakteristiken 


*) Vgl. Frobenius, dieses Journal Bd. 89, S. 193. 
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ankommt — dann kann ich mit Caspary*) sagen: Je vier Thetacharakteristiken, 
die einer Horizontal- oder Vertikalreihe der Anordnung angehören, bilden ein 
Rosenhainsches, je vier, die einer Unterdeterminante zweiter Ordnung in jener 
Anordnung angehören, bilden ein (öpelsches System. Und dementsprechend 
lassen sich die Relationen in Zosenhamsche und (Göpelsche Relationen ein- 
teilen, je nachdem Ztosenhainsche oder (öpelsche Thetacharakteristiken mit 
einander in Beziehung gesetzt werden. 

Hiernach kann ich weiter schließen: Die Rosenharnschen und (röpel- 
schen Relationen unter den q9-Funktionen haben genau die gleiche explizite 
(Gestalt wie die entsprechenden Relationen unter den Thetaguadraten oder 
q-Funktionen. Dies leuchtet ein, wenn man bedenkt, daß die Relationen 
zwischen den Thetaquadraten eine Folge davon sind, daß die sechzehn 
Thhetaquadrate die Koeffizienten des Orthogonalsystems |e/7} bilden, wo 


a, —#, (0), Pı=6, (2x), 
4 —=4,(0), =0u,(2%), 
0,=6, (0), 3=6, (2), 
4=0,(0), 9=03 (2), 


und wenn man hinzunimmt, daß die sechzehn 99-Funktionen in gleicher 
Weise aus dem Sechzehnersystem «'” >}, hervorgehen, wo 


a? = — 4 (0), I, =; (22), 
a” = — HN) (0), Pr = 6, (22), 
a” = — HP (0), B=0, (22), 
er — — A (0), = 0, (22), 


so daß die Kirler-Cayleysche Darstellung, in Verbindung mit den Formeln der 
quadratischen Transformation, auch die sechzehn 49%- Funktionen linear aus- 
gedrückt liefert durch die 'T'hetas eines (Göpe/schen Vierersystems mit 
doppelten Moduln. 

Nun sind die Aosenhainsehen und (röpe/schen Relationen unter den 
q-Funktionen von Caspary in eine elegante explizite Form gebracht worden 
durch Zuhilfenahme neuer Konstanten a,,, welche die Bedingung der Ortho- 
gonalität erfüllen und welche nichts anderes sind als die Koeffizienten des 
Systems 


*) Ann. de I’ Ec. Norm. (3) Bd. 10, $. 279, 280. 














Jahnke, Differentialrelationen zwischen den Thetafunktionen. 


2 2 2 
eo eo C03 
„2 2 ‚2 
cz cz cz 
+2 ‚2 2 
6 (12 €23 
c; e? 7: 
2 ‚2 2 
ir E14 Ci4 
c? c? c? 
.) .«) +.) 


Ich kann daher die entsprechenden Relationen für die q99-Funktionen un- 
mittelbar hinschreiben, nur daß natürlich den konstanten Faktoren a,, eine 
veränderte Bedeutung zukommt. Um diese Bedeutung zu erkennen, wird 
es am einfachsten sein, eine der Relationen aufzustellen. Dazu betrachte 
ich die Formelsysteme (J,) und (.),) und führe z. B. aus (JJ,) die Ausdrücke 
der (X), EC), Hl), 9 (2) in die zweite Gleichung von (J,) ein, dann 
ergibt sich 
Un) 9x) = 

BuP ei ER ch 952) —C3 CH NR) 9 lR) — C1r3 Ca sl) (X) + CC 3(&) 93 (&)) 

+ Ch (— C $95 (@) + Cu Ci Mı (x) 9 (2) —Cy Con VE (@) (93 (x) —cy Co 913 (x) 13 (x)) 

+ Ch (6 C, 995 (2) — cd ae + 5 ar + ds 15) 913%) 

BP) — ra) CH BA) PER) — a 3) Pl) 


r? { R] ‚2 : „m ‚2 „2 we „p : 
v (62403 % — 46 Co + Ca Cı3 + 6565 % €) A) PCR) 
‚2 7 r2 7 2 2 7 ’ 
+ (+ C 4 612612 — CC Ft Cal —(5C; CuCH) 4; (x) 43 (x) 
2 ‚2 7 r? 2 7 7 i 
+(+ 0402363 + Ca CC + Co2Cı + C5C5 CC) Qı a) ); 


da der Faktor von 9, identisch verschwindet. Die vorstehenden Faktoren 
setzen sich aus den Unterdeterminanten des Systems 


F} ‚n f} ‚ » ‚m : m 
CyCı Ey Ci —Cyglyg 104 
7 Z „ 2 
(369 C12C2 (303 70 
s ‚m % „ £} ‚" ‚r 
(46 = (74014 34034 0 
„2 „2 ‚2 a 
3 3 ce C5C5 


zusammen, so daß, wenn für den Augenblick die Koeffizienten des hin- 
geschriebenen Systems mit 9, bezeichnet werden, die Faktoren der 939%»; 
93 Ps, Qı 9, die Werte annehmen 


14 14 24 24 34 34 
912 + 934 92 + 94, 92+ 9; 


wobei = 9, 94 — I 91 gesetzt ist. Solcher Unterdeterminantensummen 
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sind nern möglich, und sie bilden, wie aus (1.) hervorgeht, die Koeffizienten 
eines orthogonalen Neunersystems. Bezeichne ich diese mit a,, m, n = (1, 2,3), 
dann nimmt die in Rede stehende Relation die Gestalt an 


An) Pur (X) = A393 &) 95 ACH 3 5 a) 9) + A A) 91). 


Sie gehört zu der Klasse der /losenharnschen Relationen. Hiernach lassen 
sich die Rlosenhainschen Relationen unter den 99-Funktionen wie folgt hin- 
schreiben, wenn ich die Argumente der Kürze halber unterdrücke:”) 


(upn > (As For Par — As Yan Par — Au apa 0 Ira — Asr Ya Par — Azı I Par 
= — (iz Go Par + A Ps Ps + Ar I Pau > — Or Gar Pax t Ar 93: Ps: + Ar. 134934 
= — (1,9492 + As, 9: Pt A a Pa — Nu Pat Ar Yu Par + Au u Pu; 

Ina = A Pit Az apart Az apa Ar Yan Pır — Ar Yır Pır — An 914 Pa 
= — (gu Pu A Ja ai — Az Aa Pa = A Gar zn — Ar Qaı zu — on 224 924 
Z— An Yı is — Ar aa Mr apa (Az Yan ar — Az: Iaı 93 (zn I34 9934 > 

Napa = An Yin Pin +03, dann + 0;, Ian Pa, > A Ta Pr t Ara Hape + Ars Ins Pıs ; 


(h,k,i=1,2,3; 2,3,1; 3,1,2), 


wenn noch beachtet wird, daß die Relationen bei Vertauschung der Indizes 
in den 9, 9, und a, ungeändert bleiben, d. h. betrachte ich die 99-Funktionen, 
welche zu zwei Rosenharnschen Systemen von 'Thetacharakteristiken gehören, 
so läßt sich jede des einen Systems durch diejenigen drei q9%-Funktionen 
des anderen Systems linear ausdrücken, welche mit ihr nicht in der gleichen 
Horizontalen und Vertikalen stehen. 

Sie fließen also, wie man sieht, aus den Zosenharnschen Relationen 
zwischen den T'hetaquadraten durch bloße Vertauschung der 'T'hetaquadrate 
mit den 99. Und dasselbe gilt für die (öpelschen Relationen, wonach 
sich vermittelst vier g99-Funktionen, welche in der Casparyschen Anordnung 
irgend einen Minor zweiten Grades bilden, die übrigen zwölf q»-Funktionen 
linear und homogen darstellen lassen. Ich verzichte darauf, auch sie ex- 
plizite hier hinzuschreiben und begnüge mich, auf diejenige Form hinzu- 
weisen, in welche (Caspary”*) die @öpelsehen Relationen zwischen den T'heta- 
quadraten gebracht hat. 


*) Vgl. F. Caspary, Ann. de I’ Ee. Norm. (3) Bd. 10, S. 274. 


a ee 
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6. Neue Relationen unter den gg9-Funktionen. — Bis hierher bieten 
die linearen Relationen unter den g9-Funktionen eine bemerkenswerte 
Analogie zu denjenigen, welche unter den g-Funktionen statthaben. Die 
Abhängigkeit unter den g9-Funktionen ist aber eine speziellere, wie jetzt 
gezeigt werden soll. Es treten lineare Abhängigkeiten hinzu, wie sie bei 
den 'I'hetaquadraten nicht existieren. 

Eine dieser Relationen läßt sich unmittelbar aus dem Formelsystem 
4) ablesen, wo sie an letzter Stelle steht: 


CC, 95 (X) — ec” (2) 9, (a) — £ 13 (&) 93 (X) — > 152): )=U. 


Um die übrigen Relationen zu finden, könnte ich die zu (.J) analogen 
Systeme aufstellen und mit den bekannten linearen Relationen unter den 
4-Funktionen 


‚2 ‚2 ‚2 u AR ‚2 > 2 , 2 u 
Guy tra RG =6 Qu + Cor Yoı + € 93 > 65 > 
2 2 ‚2 a ‚2 ‚2 ‚2 a 
Co Qi + Cı2 Qı2 + Ca da>0, gr: + Ca Net 3 43 > 0655 
2 2 2 u 2 Q „2 Flug 
Ca Qu + C3 93 + 64 (4 > 65; 49 + 4 9a + Ca a > 65 


kombinieren. Schneller komme ich auf anderem Wege zum Ziel. 
Dazu benutze ich wieder das Multiplikationstheorem (XV.) 


ax yPAl=leri2P), 


diesmal unter folgenden Festsetzungen über die Parameter: Ich ersetze die 
Parameter , durch ihre zweiten Ableitungen >’, nehme für die Quadrupel 
"us BusY. Je dasselbe (@öpelsche System von Thetas mit doppelten Moduln 
und lasse in den Quadrupeln «, und /% die Argumente verschwinden. 
Alsdann werden die Koeffizienten des Systems |y/'”} gleich — %,;(2)-9,3(&), 


diejenigen des Systems |>”«! gleich den Nullwerten dieser Funktionen, also 





—C45C5+ Ch 5, während das Elementarsystem |y«}]’ in das System der Theta- 
quadrate, [9% ,(x)}, übergeht. 

Was den konstanten Faktor Pi +/%+/73+/% angeht, wo die 3, durch 
die Nullwerte der zweiten Ableitungen eines (röpelschen Thetasystems zu 
ersetzen sind, so benutze ich den bekannten Satz (vgl. S. 245), daB 


+++ R+RH+RH+ BR) = (ap) + (+ (a; + (Rp 


Hier ist nun 


atea+tg+tra=G 
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und 
(a P)ı: + (a /P):; + (a P);; + (a); =UÜ C5; 
woraus folgt 
A+RAR+th+h=tC. 


Führe ich noch statt der T’hetaquadrate die 9-Funktionen ein, so nimmt 
das in Rede stehende Multiplikationstheorem in diesem Falle die folgende 
Gestalt an, wo ich wieder die Argumente der q und @ weglasse: 


f} „ı f} nl > | ‚2 “ 
GG a0 64% 63 Jo Yu Gr Pr da 9a Y13 ı3 
R ‚m ’ m | R2 „2 
En Cor Cj2 CC CC 70 ö dor Poı die Yıa Ira Pıs h 93 
: m ü ‚m i ‚m 2 > 
 Cy Co3 Cy3 (23 E34 034 6, — (ug us I23 a3 134 34 Iı ı 
„ 2 2 ı 2 “. . 
1 u: Pr dı3 
— Äd 1 fi (dr 
‘ 1 13 3; 
wa 1 1 I 


(4 — Qu 1 q: 
I 93 (ı an 


Und vertausche ich Horizontal- und Vertikalreihen, dann entsteht das zweite 


System: 
zZ) 7 7 ‚'2 

en SB: u. ( 
Cu Ey on — CC 24 do u For un das Maaydız 
ul i „ „2 

-(9C3 C12Cı2 (93 023 Ci — 4a a Y12$ı2 Nsap23 Im ps 
» ‚ » „ı » ‚ı „2 x 
C4Cy4 — (14614 C34 034 C2 44 9a — (494 1329934 Jdın Pin 
„' 2 ‚'2 „2 . RL 4 

-C53 — (3 6; (56; Ba 0 A 5 5 A a 


1 In gu Ga 
oe 5 De 0 
I 42 1 Ion 
a u —Ie 1. 
Aus den beiden Systemen lese ich die folgenden linearen, aber nicht mehr 
homogenen Relationen ab: 


— CC, 5 (HP (X) —% © 9 (2)p (X) —c, c, 9 (2) pr (2)+c), nel, 
euch gm) Pnl) -enchtal?)PRlE) euch + DC 
cu chqu(2) Pula) Euch ala) Pr) hun +e gr = 
EHRT DAHER un) 9, 
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CC, ÄR)PlR) — Cor Cor Wr (X) Por (X) — CC 5) + ch VRCHTTACHE LER 
-636, PR) P2() — Cr CR) — Ca) X) +& VRR) =; 
Hz HR) AR) — rc Mal) — Ca Hal) Mr) + ch VRGATTACDE LER 
ch RR) + (x); (x) +cq (9)  — 9 (X) =(, 
und das sind Zelationen, die zwischen den vier gg9-Funktionen einer Horı- 
zontal- und einer Vertikalreihe der Casparyschen Anordnung bestehen. 
7. Das System der j-Funktionen. — Diesen Relationen läßt sich eine 


homogene Form geben, wenn ich an Stelle der g%-Funktionen die ;-Funktionen 
einführe, die ich bereits früher (S. 266) definiert habe: 


PRLCH EST FACH EFF RDE 5 2 m —ia . 

Es ergibt sich alsdann: 
nu +6 cz +4 cc, Ja 
Can) + CrrCi2hel@) + Cala la 
CC) + CC Ja(A + CyCzHIal 
ja (+ ch, ja) + Jo (A 


)— 3 HR) 
)-5 5 @=0, 
)-4 A @=0, 

)65 50, 
Cy Co (X) + Cor Cor Jon (Ü) + Cs C03Jos )—cy Ja) = 0 
63 63 Jr (+ C12C12 Il) + Ca3C3 Ja (X) — Ca JO, 
3, C4 Ja (+ Cala) + Cr 4) — ch» Ia(2)=L0, 

ina)+G I ()+cd (a) — 6,65 (2) = 0. 

Und weiter überzeugt man sich leicht, daß die Atosenhainschen und 
(Göpelschen Relationen unter den q99-Funktionen nicht bloß ihre Form nicht 
ändern, sondern die konstanten Faktoren a,, beibehalten, wenn die 9% durch 
die „-Funktionen ersetzt werden. Um dies einzusehen, wird es genügen, darauf 
hinzuweisen, daß diese beiden Funktionssysteme analoge Entstehung zeigen, 


indem auch die j-Funktivonen aus einem orthogonalen Sechzehnersystem 
hervorgehen, dessen Euler-Cayleysche Parameter lauten 


u un .- 


(Ch) 





PO, 


O(2a Ovı 0) 
0, 


9% 9% (0), en 2 
9% (0) 03(2x) FR 05(0) 


Ya) 
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Die weiteren Schlüsse mögen an eine bekannte geometrische Deutung 
der in Rede stehenden Relationen anknüpfen. Der Satz nämlich, daß jede 
j-Fuuktion durch vier linearunabhängige unter ihnen linear und homogen 
ausdrückbar ist, bringt auf den Gedanken,”) die sechzehn j-Funktionen als 
Punkte im Raum zu deuten. Der (asparysehen Anordnung der T'heta- 
charakteristiken möge die Punktanordnung 


A, B, C D, 
A, B; C, D, 
A, b; U, D, 
A, B, EZ D, 


entsprechen. Alsdann setzen sich die Relationen (.J,) in lineare Punkt- 
relationen um, welche nach Möbrus aussagen, daß die Punktquadrupel jeder 
Horrzontal- und jeder Vertikalrerhe je in einer Ebene liegen. 

Nun verlangen aber die /fosenhainsehen Relationen (8.279), welche die 
Punktquadrupel zweier Horizontalen oder Vertikalen verknüpfen, daß sich 
jeder Punkt des einen Quadrupels durch diejenigen drei des anderen dar- 
stellen lasse, welche mit ihm nicht in gleicher Reihe stehen. Demnach 
müssen alle sechzehn Punkte einer und derselben Ebene angehören, und folglich 
muß sich jeder Punkt durch drei beliebige andere ausdrücken lassen, d.h. 
auch die Göpelschen Relationen zwischen den j-Funktionen führen zu emer 
Darstellung jeder j-Funktion durch drer unter ıhnen. 

Die Konfiguration der sechzehn Punkte, welche das geometrische 
Abbild des linearen Zusammenhanges unter den J-Funktionen darstellt, ist 
demnach nichts anderes als eine Ausartung der räumlichen Konfiguration, 
die dem System der sechzehn 'T'hetaquadrate entspricht, d. h. nichts anderes 
als eine Ausartung der Kummerschen Konfiguration in sechzehn Punkte einer 
Ebene. 

Indem ich mir vorbehalte, auf diese Konfiguration bei anderer Gelegen- 
heit zurückzukommen, bemerke ich zum Schluß, daß diese Resultate auch 
für die n-ten Ableitungen der „- Funktionen ihre Geltung behalten, wovon 
man sich im Hinblick auf die Bemerkung in Nr. 5, 8. 272 überzeugen kann. 


*) Vgl. H. Weber, dieses Journal Bd. 84, S. 340. 
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Über Stabilität und Labilität eines materiellen Punktes 
im widerstrebenden Mittel. 


Von Herrn Moritz Rethy in Budapest*). 


I. Herr ZL. Fejer hat in Bd. 131 dieses Journals bezüglich der Stabi- 
lität und Labilität eines materiellen Punktes im widerstrebenden Mittel zwei 
Sätze aufgestellt und bewiesen. Der erste Satz lautet: Besitzt die Poten- 
tialfunktion im Gleichgewichtspunkte @ ein isoliertes Maximum, so findet 
Stabilität für die Zukunft statt, während in bezug auf die Vergangenheit 
Labilität vorhanden sein kann“). Der zweite Satz lautet, wenn man mit /(v) die 
Widerstandskraft des Mittels bezeichnet und » die Geschwindigkeit des Punktes 
bedeutet, wie folgt: Besitzt die Potentialfunktion im Gleichgewichtspunkte @ 
ein isoliertes Minimum, welches durch die Glieder niedrigster Ordnung der 


ce . TUR . , 
[ylorschen Reihe zum Vorschein kommt, und bleibt W) für kleine Werte 
e (Di 


von » unterhalb einer endlichen Grenze, so ist die Gleichgewichtslage eine 
labile**), | 

Eine Fortsetzung dieser Untersuchungen scheint mir in zwei Rich- 
tungen hin wünschenswert. Einmal nämlich läßt Herr Feyer im zweiten 


. 7 » . Y Ü .. . 
Satz die Frage offen, ob in dem Fall, wo N) für kleine Werte von 


m 
sich einer unendlich großen Grenze nähert, die Gleichgewichtslage eine 
stabile oder labile ist? Zweitens macht Herr Fejer, wie üblich, die Hypo- 
these, daß die Widerstandskraft mit der Geschwindigkeit den Winkel nz ein- 


*) Vorgetragen in der am 20, April 1907 gehaltenen Jahresversammlung der 
math. und phys. Gesellschaft in Budapest. Erschienen in Math. u. Phys. Lapok 190%. 
) S, 18, 
") S. 219. 
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schließt; es fragt sich, welche Folgen es hat, wenn man diese Beschränkung 


fallen läßt und nur verlangt, daß der Winkel > und höchstens = sei. 


ii 

Es ist klar, daß der erste Fejersche Satz auch so gültig bleibt. 
Zerlegt man nämlich die Widerstandskraft in zwei Komponenten in Richtung 
der Tangente und Normale der Bahn, so ist die Arbeit der letzteren Kompo- 
nente immer gleich Null, die Arbeit der Tangentialkomponente hingegen negativ. 
Da der genannte Satz aus der Gleichung der lebendigen Kraft einzig und allein 
mit Rücksichtnahme darauf folgt, daß die Arbeit der Widerstandskraft negativ 
ist, so bleibt er bei der beschriebenen Verallgemeinerung unberührt. Es 
fragt sich daher nur, welche Modifikationen der zweite Satz etwa erfährt. 

Ich befasse mich in dieser Note bloß mit der ersteren Frage, und 
gedenke die zweite in einer bald folgenden zu behandeln. 

II. Die Widerstandskraft /(") sei der Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes entgegengesetzt gerichtet und eine nie negative analytische Funktion 
der Geschwindigkeit ”. Man bezeichne mit 7, 4, & die Polarkoordinaten des 
freien materiellen Punktes von der Masse 1. Das Potential der freien Kraft 
habe im Anfangspunkt ” = Ö ein isoliertes Minimum vom Werte 0, und es sei 


(1.) Ü= U, + Unzıt“, 


l 


wo die Glieder zur Rechten in den Aartesischen Koordinaten ., y. des 
materiellen Punktes von den Ordnungen 2r,2n+1,... sind, daher 7,, definit 
positiv ist. 

Für »” besteht die Gleichung 


, 'z oU 2 ” > r 7 \ „ 
(2.) r —(° +r$ +r sind ) f(e)- 
or / 2 


und es ist 


U HU oU ( j y ne 
rer ar, 


or O2 e Oy O2 


Bezüglich /(v) setze ich voraus, daß einer der folgenden Fälle 
stattfinde. 

\ (®) u. ur 

Erster Fall: Es habe Air. für Werte von », die zwischen 0 und 


einem endlichen v, gelegen sind, eine obere Grenze J/*). 


". z.B. fe) —=v oder f( v)= v”, 
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Zweiter Fall: Es habe _ für Werte von ”, die von O0 an bis zu 


einem endlichen v„ monoton anwachsen, monoton abnehmende Werte*). 
Man kann infolge (1.) und (2.) um r=0 eine Kugel mit dem Ra- 


A ' | + oU. . . ' 
dius /? beschreiben, sodaß U und 2. innerhalb der Kugel nur im Mittel- 
punkt verschwinden und überall sonst >0 sind. Man kann ferner, wenn 
der materielle Punkt vom Punkt 7, im Innern der Kugel mit der Geschwin- 
digkeit », ausgeht, die <v, bzw. v,, ist, zugleich erreichen, daß im ersten 


Fall 22 im Innern gewiß endlich ist, also kleiner als eine angebbare 


Größe NM, und daß im zweiten Fall der Wert »„ im Innern nicht erreicht 
werden kann. Man hat eben nur Ä genügend klein zu wählen. Dies 
folgt aus der Gleichung der lebendigen Kraft und aus dem Umstande, daß 
der materielle Punkt in einem widerstrebenden Mittel bei gegebener Potential- 
differenz eine kleinere Geschwindigkeitszunahme erlangt, als in einem nicht 
widerstrebenden. 

Ich wähle also / auf diese Weise und beschränke die folgende 
Untersuchung auf das Innere der Kugel A}. 

Der Anfangswert der Radialgeschwindigkeit sei r,, und ich wähle », 
und >, so, daß die Ungleichung stattfindet 


o oU 
(4.) ı<fW)E<(F)- 


Dann folgt aus (2.), daß r" im Anfang und eine Zeit lang positiv 
bleibt, d. i. r’ diese Zeit hindurch wächst, mithin, da der Anfangswert positiv 
angenommen wurde, auch ’ positiv bleibt. Es ist möglich, daß im Innern 
der Kugel /? der Wert r" später negativ, dann wieder positiv wird, und so 
fort. Dann seien die minimalen, gewiß nicht negativen“), Werte von >’ in 
den Endpunkten der wachsenden Zeiten 


ie 


h 
der Reihe nach 
' ' 4 
Fa lan 6 As 
1 
log nat’ 
"") Siehe folgende Seite, Zeile 8 bis 4 v. u. 


) z.B. fo )=v oder fr) - falls Oo See, 
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3 


. nn dr . . + . 
Da zu diesen Zeitpunkten 75 = 9 Ist, so folgt aus (2.) die Ungleichung 


CB fe), >(ler), u 


„" - or’, 


die sich auch so schreiben läßt: 


ee FU nm (@ 5) 
. Me (7°, ee rn . 
" ) Fran ' or 


(6.) neh) 


ist, während im zweiten Fall ein Blick auf die Ungleichung (5'.) zeigt, daß 
dann (infolge ", > r") 


(6.) fe) >(5) 


stattfindet. 
Im ersten Falle ist selbstverständlich 


(6".) lim /v)=0: 
r=U 
ich nehme dasselbe auch für den zweiten Fall an. 
Dann folgt aus (6.) und (6'.), daß r; gewiß nicht nur >0 ist, sondern 
0 gar nicht zur Grenze hat. 
Da nämlich 7, >0 und auch »,, > ist, so wächst 7’ von r, an gewiß, 
solange r”’ nicht gleich Null wird. Da bis zu dieser Zeit r wächst, so bleibt 


oU ve 2 in 
„>09 W ird später r” Null und nachher negativ, so bleibt r’, wie schon 


auf der vorigen Seite bemerkt wurde, doch positiv; dies folgt aus 
andernfalls r” gar nicht negativ werden könnte. 


(2.), da 


Da demnach r fortwährend wächst. so ist an der Stelle des ersten 
Minimums von ' der Radiusvektor 7, > r,. daher 


(5) >0: 
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es folgt also sowohl aus (6.), als auch aus (6'.) und (6”.), dab r, >O0 ist 
und auch nicht 0 zur Grenze hat. 2 

Da aber nachher >” wieder >0 wird usw., so kann ich die Schlüsse 
fortsetzen, und finde, daß 


Ws 7 PR PP 5 7 5 


sein muß, und daß die untere Grenze von r’ gewiß eine positive Größe ist. 
Und ieh kann die Schlüsse auch nach Verlauf der Zeit =, fortsetzen und 
so aussprechen, daß >’ immer positiv bleibt, demnach der materielle Punkt 
die Kugeltläche & gewiß mit endlicher Radialgeschwindigkeit in endlicher 
Zeit erreicht. Daher ist die Lage @ eine labile Gleichgewichtslage, und 
es kann die folgende Verallgemeinerung des zweiten Fejerschen Satzes aus- 
zesprochen werden: 

fat das Potential U der freien Kraft im Punkte G ein ısoliertes Mh- 
nemum, das durch die Glieder miedrigster Ordnung der Taylorschen Reihe von 
! zum Vorschein kommt, und ıst dıe Widerstandskraft /®) des Mittels der 
(seschwindigkeit » des bewegten Punktes entgegengesetzt gerichtet, und bleibt 
/ e für kleine Werte von v» entweder unterhalb einer endlichen Größe, oder 
wdchst es monoton ins Unendliche, wenn v von einem kleinen Wert an fort- 
während abnimmt, während f(0)= 0, sonst f(v) positiv ıst, so ıst in G der frei 
bewegliche matertelle Punkt in labılem Gleichgewicht. 

Setzen wir speziell von der nie negativen Widerstandsfunktion /(v) 
von vornherein voraus, daß sie sich monoton verändert, wenn v von 0 an 
bis zu einer endlichen, wenn auch kleinen, Größe heranwächst, und hat U 
in ( die eben beschriebene Minimumseigenschaft, so ist zum labilen Gleich- 
vewieht in (7 das Verschwinden von f(v), wie man leicht findet, eine nicht 
nur hinreichende, sondern auch notwendige Bedingung. 








Darstellung der Funktionen eines algebraischen 
Körpers zweier unabhängigen Veränderlichen .r, y 
in der Umgebung einer Stelle r—a, y--b. 


Von Herrn Heinrich W. E. Jung in Marburg (Bz. Kassel). 


Kinleitung. 


; 

Es sei durch /(z,2,y)=0 ein algebraischer Körper A zweier un- 
abhängigen Veränderlichen definiert. Dann kann man die Funktionen des 
Körpers entweder in der Umgebung irgend einer irreduktiblen Kurve 
A (x, y) = 0 betrachten oder in der Umgebung einer Stelle 2=«a, y=Ö. Die 
erste Aufgabe ist von Herrn //ense! behandelt in einem Aufsatze: Über eine 
neue T'heorie der algebraischen Funktionen zweier Variablen (Act. math. 23, 
1900). Er beweist dort folgendes: Ist y, eine Wurzel von A(a,y)=0, so 
kann man jede Funktion / aus A nach Potenzen von y— y, entwickeln mit 
Koeffizienten, die algebraische Funktionen von x sind, und zwar erhält man 
eine endliche Anzahl solcher Entwicklungen. Dabei schreitet die Ent- 
wicklung im allgemeinen nach ganzen Potenzen von y-—-y, fort und nur 
für eine endliche Anzahl von Kurven, die sogenannten Verzweigungskurven, 
nach gebrochenen Potenzen von Y—Yı. 

Ist ©=a ein Wert von x und wird für ihn = und betrachten wir 
eine der Entwicklungen der Funktion # in der Umgebung der Stelle «, Ö, 
so konvergiert die Entwicklung im allgemeinen in einem Gebiete 2 —ıua <r, 
y—-b<s. Geht aber durch die Stelle «,b die Projektion einer oder 
mehrerer Verzweigungskurven oder Unendlichkeitskurven der betrachteten 
Funktion, so können die Koeffizienten der Entwicklung 7 —-@ im Nenner 
enthalten. Dann aber läßt sich für jede der Entwicklungen eine positive 
Zahl & so bestimmen, daß man die Eintwieklung als Reihe nach ganzen 
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Y—ıYı . u . . 
oder gebrochenen Potenzen von —? — - darstellen kann mit Koeffizienten, die 


(2—a 
gewöhnliche Potenzreihen von «—a« oder einer gebrochenen Potenz von &— u 
sind. Die Reihe konvergiert dann in einem Gebiete 


y—t 
a <T N, = > S. 


Der Konvergenzradius der Reihe wird dann, wenn wir sie als Reihe nach 
Potenzen von y—y auffassen, gleichzeitig mit «—«a unendlich klein. Wir 
bekommen also durch die Entwicklungen nicht die ganze Umgebung der 
Stelle «,5d. Es ist daher für die Stellen, wo sich zwei oder mehrere Ver- 
zweigungskurven schneiden, die /lenseische Darstellung zu ergänzen. 

Die Aufgabe, die hier behandelt werden soll, ist also, die Funktionen 
von A in der Umgebung einer Stelle ©=«, y= darzustellen. Wir können 
und wollen die Stelle @a=0, 5=0 nehmen. Diese Aufgabe ist schon öfters 
behandelt, zuletzt eingehend von Herrn F/ack in der Arbeit: The parametrie 
representation of the neighborhood of a singular point of an analytic surface. 
Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences. Vol. 37, Nr. 11, 
Boston. Aber die Darstellung von Herrn lack ist nicht einfach und läßt vor 
allem nicht hervortreten, wie die notwendigen Transformationen von der 
Art der singulären Stellen abhängen. Nun kann man mit Benutzung der 
[lenselsehen Resultate die Aufgabe einfacher und klarer lösen und dabei 
eine deutlichere Einsicht in die Art der singulären Stellen gewinnen. Die 
Vereinfachung des Beweises besteht vor allem darin, daß es mir gelingt, mit 
Transformationen zwischen den unabhängigen Veränderlichen auszukommen. 

Das Resultat ist folgendes: Man kann Funktionenpaare u, vw des 
Körpers K bestimmen derart, daß x und y gewöhnliche Potenzreihen von u, v 
werden, die für u=v=( verschwinden, wahrend alle anderen Funktionen 
von K entweder gewöhnliche Potenzreihen von u, v werden, oder (Quotienten 
solcher, Eine endliche Anzahl solcher Funktionenpaare und Entwicklungen 
genügt, die Funktionen von K für die ganze Umgebung von =, y=V dar- 
zustellen. 

Neu an dem Resultat ist, soviel ich weiß, daß man die Hilfs- 
größen u,v als Funktionen des Körpers K wählen kann.“) 


*) Man kann übrigens die Darstellung von Herrn Black leicht so umformen, daß 
auch aus ihr folgt, daß u, v als Funktionen des Körpers gewählt werden können. Ich 
sedenke an anderer Stelle darauf zurückzukommen. 
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Betrachten wir eine dieser Darstellungen. Alle Funktionen aus Ä 
sind also entweder gewöhnliche Potenzreihen zweier passend gewählten 
Größen u, v des Körpers oder Quotienten solcher. Setzen wir nın v=v—=(, 
so nehmen die Funktionen von Ä zum Teil bestimmte Werte an, zum Teil 


h 0 a 
werden sie ganz unbestimmt (2). Wir nennen die Gesamtheit der so sich 


BR: . ie 
ergebenden Werte, (wenn wir 7 der Kürze halber auch mit Wert bezeichnen 


dürfen), eine Stelle des Körpers Ä, und ferner die Werte, die wir für kleine 
Werte von «, v bekommen, die Umgebung dieser Stelle oder auch ein 
Element des Körpers oder algebraischen Gebildes. Eine Stelle ist natürlich 
nicht immer bestimmt durch Angabe der Werte, die zwei oder auch mehr 
Funktionen an ihr annehmen, wohl aber durch Angabe der Entwicklungen 
von drei passend gewählten Größen nach den Hilfsgrößen , v. 


I. Die Funktionen von K ın der Umgebung von 2=V, Y 0. 
$ 1. 
Wir können annehmen, daß z eine ganze Funktion für die Umgebung 


ö 
von 2=0, y=0 ist. Es sei Q die Diskriminante von /(z.., y) in bezug 


auf z und es sei 
Q=ı(y—t) (y—b)...(y—t,)E. 

wo & eine Einheit für @=0, y=Ü ist und wo die /, Potenzreihen von .r sind, 
die für x=0 verschwinden. Die Projektionen der Verzweigungskurven, die 
durch die Stelle ©=0, y=0 hindurchgehen, sind dann unter den Kurven 
y=t, enthalten, wozu noch 2=0 kommen kann. 

Wir beschränken x auf das Gebiet «| <r und y auf das Gebiet 
y <s, wobei wir uns vorbehalten, ” und s noch passend zu wählen. Geben 
wir x einen konstanten Wert, so wird : eine algebraische Funktion von % 
allein, und diese Funktion hat, wenn wir 7 und s hinreichend klein wählen, 
im Gebiete y <s als Verzweigungspunkte nur Stellen, die unter den Stellen 
y=t, enthalten sind, und bei genügend kleiner Wahl von ” können wir 
auch erreichen, daß diese Stellen für alle Werte von ., für die © <Tr, alle 
im Gebiete y<{s bleiben. Für einen bestimmten Wert von x innerhalb 
x <r können wir : als algebraische Funktion von y auf einer rremann- 
schen Fläche ausbreiten. Von dieser Fläche betrachten wir nur das Stück, 
für dessen Stellen y<{s. Dies bezeichnen wir, da seine Gestalt von 4 
abhängt, mit #(«). Die Fläche / kann in mehrere nicht zusammenhängende 
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Stücke A, RV,... zerfallen. Die Gesamtheit dieser einzelnen Stücke ist 
durch x eindeutig bestimmt. Beschreibt x im Gebiete = <r eine ge- 
schlossene Kurve y, so geht daher die Gesamtheit der Flächen R, AR", ... 
wieder in sich selbst über. Geht dabei z. B. fin eine andere Fläche über, 
so muß innerhalb y ein Punkt « liegen derart, daß, wenn x auch nur den 
Punkt « in einem kleinen Kreise umläuft, dann schon Ä in eine an- 
dere Fläche übergeht. Dann aber muß x —-e=0 eine singuläre Kurve 
für > sein, also, da es andere Singularitäten nicht gibt, eine Verzweigungs- 
kurve. Wir nehmen nun r so klein an, daß innerhalb x <r außer etwa 
v=0 keine solehe Verzweigungskurve liegt. Dann kann höchstens 
in eine andere Fläche übergehen, wenn die Kurve y. die x durchläuft, den 
Nullpunkt umschließt. Ist nun «0 eine Verzweigungskurve und umläuft 
x den Nullpunkt einmal, so wird unter den ZA, %V... eine Permutation ein- 
treten. Diese läßt sich in Zyklen ordnen; einer von diesen sei A, RO... A, 
so dab also nach c-maligem Umlauf von x um den Nullpunkt die Fläche A 
wieder in sich selbst übergeht. Dabei braucht aber nicht etwa z wieder 
denselben Wert anzunehmen, da eine Stelle von /? sehr wohl in ein anderes 
Blatt hineingeraten kann, auch wenn y bei der Bewegung von x konstant 
bleibt, da die Verzweigungsschnitte sich unter y fortbewegen können. 
$ 2. 

Die Fläche A sei Ö-blättrig. Dann gehören zu einem Werte x und 
einem Werte y 5 Werte z von dem auf der Fläche / ausgebreiteten Zweige =. 
Diese Werte seien 2,2%,...2,. Bilden wir 


9=(:-2)(2—2)...(7—2,), 
so Ist 7 eine ganze rationale Funktion von 2 und ihre Koeffizienten sind 
für die Umgebung von y=0 eindeutige Funktionen von y. Dagegen können 
die Koeffizienten nicht eindeutige Funktionen von x sein für die Umgebung 
von @=0, wenn c>1 ist. Denn wenn x den Nullpunkt einmal umkreist, 
müssen die 2,2%, ... 2, in andere Funktionen übergehen, da die Fläche # 
in die von ihr verschiedene Fläche / übergeht; erst nach c-maligem Um- 
lauf von « um den Nullpunkt geht 4 wieder in sich selbst über. Es werden 


daher die Koeffizienten von 9 gewöhnliche Potenzreihen von x. Sind 


9, 29, ... 219 die Werte, die aus 2,,2%,...2, hervorgehen’), wenn x den 
ale Di .”) ,%) (#) Aa. ap Er 3 a j 
In welchen der Werte 2) ,22 ,...z dabei z.B. z, übergeht, hängt von dem 


\Werte ab, den y hat. 
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Nullpunkt #-mal umkreist, so ist 


er 


g9I=(z— AN (zz)... 


Te 


R)N\ 
h J 


die Funktion, die aus y hervorgeht, wenn . denselben Weg durchläuft. 
Das Produkt 


F=gg'g er 


wird eine ganze rationale Funktion von x vom Grade bc und ihre Koefti- 
zienten sind gewöhnliche Potenzreihen von x, y. Wir nennen nun eine ganze 
rationale Funktion von :, deren Koeffizienten gewöhnliche Potenzreihen von 
x,y sind, zerlegbar für den Bereich von @=0, y=0, wenn sie sich in ganze 
rationale Funktionen von > zerlegen läßt, deren Koeffizienten wieder ge- 
wöhnliche Potenzreihen von x, y sind. Dann ist die Funktion F unzerlegbar. 
Denn angenommen, /" zerfiele in zwei Faktoren @ und // der eben an- 
gegebenen Art, und es sei 2, eine Wurzel von @, dann würde z, bei be- 
liebigen Umläufen von x und y in @<<{r, y<{s immer wieder in eine 
Wurzel von ( übergehen, da sich ja dabei (@ nicht ändert. Andererseits 
aber kann dadurch >, in jede der be Wurzeln von F übergeführt werden. 
Es muß daher % bis auf einen konstanten Faktor mit / identisch sein. Die 
be Wurzeln von F=0 hängen in der Umgebung von 2=0, y=(0 mit ein- 
ander zusammen. 

Sind durch die Flächen A, R,... RC’ noch nicht alle Flächen R 
erschöpft, so gilt für die anderen Analoges. Und wir bekommen das Re- 
sultat: Für den Bereich von @=0, y=0 zerfällt die Funktion /(z), durch 


deren Nullsetzen der Körper A definiert wird, in irreduktible Faktoren, 


I)... 2: 


$ 3. 

Es genügt, einen der Zweige von 2, die durch die Gleichungen F—=V0, 
FR =0,...F,_,=0 definiert werden, zu betrachten, etwa den durch die 
Gleichung F=0 definierten. Wir verstehen also im folgenden unter 2 
immer den Zweig von z, der der Gleichung F=0 genügt und auf den 
Flächen Aa), RP (a), ... ACT (a) ausgebreitet ist. 

Die Verzweigungspunkte der Ö5-blättrigen Fläche ZA) seien 
t(),6(@),...4(X). Es gilt dann folgender Satz: Liegt an der Stelle /, ein 


Ye ,)%* 
3 ) 
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Verzweigungspunkt der Ordnung @ —1, so ist « ein Teiler von 5b und es 
. b y . % .. ® 
liegen - Verzweigungspunkte der Ordnung «—1 an der Stelle {; über ein- 


ander. Die Fläche (x) ist also mit anderen Worten eine Fläche, wie sie 
zu einer (ralorsschen Gleichung gehört. Zum Beweise nehmen wir an, daß an der 
Stelle /, Verzweigungspunkte der Ordnungen e—1, 5#—1, ... über einander 
liegen. Dann zerfällt die im Anfang von $ 2 definierte Funktion g, auf- 
gefaßt als Funktion von z und y, für den Bereich von y=t, in Fak- 
toren vom Grade e, >, ... in z mit Koeffizienten, die ganze Potenzreihen 
von y—f; sind, und diese Faktoren sind insofern irreduktibel, als sie sich 
nicht in Faktoren derselben Art zerlegen lassen. Aber die einzelnen Fak- 
toren lassen sich innerhalb des Gebietes r <r, y<<{s, in dem auch /; liegt. 
in einander überführen, da in diesem Gebiete die Wurzeln von g alle mit 
einander zusammenhängen. Das aber ist nur möglich, wenn die einzelnen 
irreduktiblen Faktoren denselben Grad haben. Also ist, wie behauptet wurde, 
e=9=.+. Ebenso folgt, daB auch x=0 für den von uns betrachteten 
Zweig z nur Verzweigungskurve erner Ordnung sein kann, etwa der Ordnung 
«—1. Da dann bei einem «-maligen Umlauf um den Nullpunkt Az) in 
sich selbst übergeht, so ist « ein Vielfaches der oben definierten Zahl c. 
$4. 

Es sei (x, y) diejenige ganze rationale Funktion niedrigsten Grades, 
die die Faktoren y—4,(@), y—-b(a), ...y—t,(@) enthält. Ist dann y—t ein 
Faktor von /° von der Art, daß für ©=0 verschwindet, so muß ? eine der 
Funktionen 7, sein. Ist nämlich A die ganze erreduktible Funktion, die 
y--t als Faktor enthält, so ist A ein Faktor von /, und wenn y--? keine 
Verzweigungskurve wäre, so könnte A fortgelassen werden und es wäre /’ 
nicht von möglichst niedrigem Grade. Sind die Glieder niedrigster 
Dimension von P bei der Entwieklung nach Potenzen von «, y durch teilbar, 
und ist ferner ©=0 eine Verzweigungskurve, so setzen wir D=rP, in allen 
anderen Fällen D=P und nennen die so definierte Funktion D die zu R (x) 
gehörende Verzweigungsfunktion. Sind die Glieder niedrigster Dimension 
von D bei der Entwicklung nach Potenzen von ,y von der Dimension u, 
so nennen wir « den Rang der Verzwergung von R. 

Wir werden in Abschnitt III. zeigen, daß wir die Fälle, wo u>|1 
auf die Fälle «=0 oder «=1 zurückführen können. Diese Fälle aber be- 
handeln wir in Abschnitt Il. 
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II. Die emfachsten Falle. 
s 1. 

1.) Es sei «=0. Es ist dann D=P und es muß P=1 sein. Die 
Fläche / hat keinen Verzweigungspunkt. Die weitere Behandlung erfolgt 
unter 2.). 

2.) Es sei «=1. Es ist dann sicher D=/’ und /’ enthält bei der 
Entwicklung nach Potenzen von x, y Glieder erster Dimension, also das 
Glied mit y oder x (oder beide). Kommt das Glied mit y vor, so setzen 
wir P=y und nehmen als neue Veränderliche x,y. Da y aus der Gleichung 
P=y sich als gewöhnliche Potenzreihe von x, y ergibt, so wird durch diese 
Transformation nichts Wesentliches geändert, und wir können daher von vorn- 
herein annehmen, es sei P=y. Es hat dann die Fläche / nur den Ver- 
zweigungspunkt 4=0. Dieser muß von der Ordnung 5-1 sein, weil sonst 
die Blätter von /? nicht zusammenhängen würden. Unser Zweig : hat dann 
die Verzweigungskurve y—=0 und vielleicht noch die Verzweigungskurve 2=(, 
sonst aber keine in der Umgebung von «=0, y=O. 

Kommt das Glied mit y in /’ nicht vor, so kommt sicher das Glied 
mit © vor, es ist also das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension durch x 
teilbar, und daher ist ©=0 keine Verzweigungskurve; denn sonst wäre D=.rP 
und also « gegen unsere Annahme gleich zwei. Wir führen statt x durch 
die Gleichung P=x die neue Veränderliche © ein. Dadurch wird wieder 
nichts Wesentliches geändert. Vor allem bleiben die Zusammenhangsver- 
hältnisse der einzelnen z-Zweige ungeändert, während sich die Fläche A 
allerdings ändern wird. Unser Zweig x hat dann nur die Verzweigungs- 
kurve @©=0 in der Umgebung von z=0, y=0. Wir schreiben für « 
wieder ı. 

Alle in diesem Abschnitt zu behandelnden Fälle können wir hiernach 
dahin zusammenfassen, daß der von uns betrachtete Zweig z in der Umgebung 
von 2=0, y=0 als Verzweigungskurven nur haben soll ©=0 und y=0. Die 
erste sei von der Ordnung «— 1, die zweite von der Ordnung 5—1, wobei 
nicht ausgeschlossen sein soll, daß « und 5 den Wert 1 haben. 

Es wird unser Zweig : eine eindeutige endliche, stetige Funktion 


1 1 


von x, y’, also in eine gewöhnliche Potenzreihe dieser Größen entwickel- 
bar, die uns alle Werte unseres Zweiges : für die Umgebung von „0, 
y=0 liefert. Diese Potenzreihe schreiben wir so: 
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(1.) S it 
. en 2 Zi 
u — m - daß day y 


a,f 


wo die «@,; gewöhnliche Potenzreihen von x. y sein sollen, und wo ferner 


Da. 
DV 


TER 


In (1.) können einige der Größen «,, Null sein. Diese denken wir uns 
fortgelassen und verstehen also unter «,,;> nur solche Zahlenpaare, denen 
in (1.) wirklich vorkommende Glieder entsprechen. Die übrigbleibenden 
Zahlen «,,;7 haben die Eigenschaft, daß der größte gemeinschaftliche Teiler 
der Zahlen « teilerfremd zu « ist und der der Zahlen » zu Öd. Denn sonst 
wären die Kurven @=0, y=UV nicht Verzweigungskurven der Ordnungen 
«a—1,5-—1, sondern niedrigerer Ordnung. 

Für ein gegebenes Wertepaar x, y kann > offenbar höchstens «5b Werte 
annehmen, aber natürlich in besonderen Fällen auch weniger. Nimmt 2 
genau «5b verschiedene Werte für gegebenes x,y an, So setzen wir einfach 


(3.) Be  y, 
Dann wird 2 eine gewöhnliche Potenzreihe von w, r, 

Die hier benutzten Hilfsgrößen , » gehören im allgemeinen nicht 
dem Körper A an. Aber man kann statt ihrer immer Funktionen des 
Körpers einführen. Es läßt sich nämlich zeigen, daß es unter denjenigen 
Funktionen des Körpers, die sich als gewöhnliche Potenzreihen von v, v 
darstellen lassen, immer solche gibt, deren Glieder niedrigster Dimension 
sich auf x oder ” reduzieren. Eine Funktion der ersten Art sei ”,, eine 
der zweiten ,. Da dann », » gewöhnliche Potenzreihen von «,, v, werden, so 
können wir statt , » die Größen ,, ”, einführen. Daß sich die Größen ,,”, 
in der angegebenen Weise bestimmen lassen, möchte ich bei einer anderen 


(Gelegenheit beweisen. 


» .) 
8 2. 


Ist die Anzahl der verschiedenen Werte von z aus der Reihe (1.) des 
vorigen Paragraphen für gegebenes x, y kleiner als ad, so kann es unter 
Umständen brauchbar und praktisch sein, und zwar wegen der großen Ein- 
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fachheit. auch zu setzen 


tg y=ar, 


aber es können dann zu verschiedenen Wertepaaren ”," dieselben Stellen 
des Gebildes gehören, und es ist infolgedessen sicher nicht möglich, « und v 
in der Art wie eben durch Funktionen des Körpers zu ersetzen. Wir müssen 
daher anders verfahren. Dabei benutzen wir zunächst Größen, die nicht 
dem Körper A anzugehören brauchen. Damit wir diese aber einfach dureh 
Größen des Körpers ersetzen können, wählen wir sie immer so, daß zu 
verschiedenen Werten der benutzten Hilfsgrößen verschiedene Stellen des 
Körpers gehören. 

Es sei m kleinste gemeinschaftliche Vielfache und d der größte 
gemeinschaftlicue Zeiler von «, db. Es sei ferner a=ad, b=bd, so dab 
also «, b’ tr: rfremd sind. Dann setzen wir zunächst 


(4,) =, yayı, 
so daß wir bekommen 


Fin N‘ > n % ’ 2 
: ) / » ) 
\J) - 7 BAR } 2, yYı» 


Das dürfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren .,,y, gehören. auch 
verschiedene Stellen z,y,2. Es gehöre nämlich etwa zu den Wertepaaren 
X", und “, y, dieselbe Stelle. Dann folgt aus (4.) 


i 
ı=9L, YızWıYı 


wo o, eine «@-te und w, eine b’-te Einheitswurzel ist. Sollen nun aber die 
beiden Stellen übereinstimmen, so müssen sie auch in allen zugehörigen 
Werten von z übereinstimmen. Daraus folgt, daß für alle in (5.) vor- 
kommenden Zahlenpaare «, 


d 


d 
o@%=1 


sein muß. Erheben wir dies zur Potenz Öb’d, so folgt &”=1. Da aber 
der größte gemeinsame Teiler der « und ebenso Ö’ zu «' teilerfremd sind, 
so geht das nur, wenn w,=1 ist. Ebenso folgt, daß w,=1 ist, so daß also 
v—2,y=Y, wird. 
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Wir können jetzt die Reihe für z etwas einfacher schreiben, nämlich 

(6.) a,b Far 

,; — m, YasYT, Yıy 


wo die Ö gewöhnliche Potenzreihen von x,, y, sind und wo die Exponenten 
o, 7 jetzt den Bedingungen 


(7.) 0<e<d-l, O<P<d-1 


genügen. Da die früheren Zahlen « die Eigenschaft hatten, daß ihr größter 
gemeinsamer Teiler zu a teilerfremd war, so haben die in (7.) vorkommenden 
Zahlen « die Eigenschaft, daß ihr größter gemeinsamer Teiler zu d teiler- 
fremd ist. Ebendie Eigenschaft haben die ?. 

Es sei & eine primitive d-te Einheitswurzel. Dann sind alle Werte, 
die 2 für gegebenes «,, y, annehmen kann, in der Form enthalten 


r En —— 
f n- AG. N f Q - 
(8.) 2,,==& „b € ITRP yaryı. (4,4 =0,1,...d—1) 


aAYaß 


Von diesen d” Werten sind dann und nur dann zwei 2,,. und 2, einander 
gleich, wenn für alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare «, 


(4 -Na+wW— u )?=E0 (d). 


Es sind also unter den d’ Größen (8.) so viele immer unter einander 
gleich, als es Zahlenpaare 4, « gibt, deren beide Zahlen nicht negativ und 
kleiner als d sind, und für die 


(9,) ,o+un=V (d). 


lüs seien A, 10; 4,40; ... diese Paare. Der größte gemeinsame Teiler, den die 
Größen A, A,,... mit d gemeinsam haben, sei 0’ und es sei d=d'd. Dann 
ist der größte gemeinsame Teiler, den die Größen w, u,,... mit d gemeinsam 
haben, auch 0’. Denn aus (9.) folgt, daB d’ in «> aufgeht, also in u, 
da der größte gemeinsame Teiler der 7 zu d teilerfremd ist. Daher ist die 
Kongruenz (9.) nur so zu lösen, daß A und « durch 0’ teilbar sind. Wir 
setzen 


(10.) r er 2" Y, i% N a 


Das dürfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren 5, gehören verschie- 
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dene Stellen des Gebildes. Gehört nämlich zu den Wertepaaren 5, und 


£, 7 dieselbe Stelle x,,y,,2, so folgt zunächst aus (10.), daß &=&w*, 7 =nw“ 
sein muß, wo w eine Ö’-te Einheitswurzel ist. Ferner müssen aber auch die 
verschiedenen Werte von z, die zu &,n und &,n7 gehören, einander gleich 
sein. Daraus folgt, daß für alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare «, > 
die Kongruenz 


,.a+ußp=V0 (d) 


bestehen muß. Das aber ist, wie wir gesehen haben, nur so möglich, daß 


, und u beide durch Ö’ teilbar sind, so daß S=5 und 7=n wird. 


S 3. 
Wir können jetzt die Reihe für > wieder etwas einfacher schreiben, 
nämlich in der Form 


(11.) ı—> ;Cc ; Y kan?, 


wo die c gewöhnliche Potenzreihen von &,n sind und wo die Zahlen «. > 
jetzt den Bedingungen 


Ba m Di 0 —1 


genügen. Dabei haben sowohl die in (11.) vorkommenden Zahlen « als 
auch die 5 die Eigenschaft, daß ihr größter gemeinsamer Teiler teilerfremd 
zu Ö ist. Ferner gibt es nach dem vorigen zwei unter sich und zu Ö teiler- 
fremde ganze Zahlen [,m, so daß für alle in (11.) vorkommenden Zahlen- 
paare «, % die Kongruenz 


(12.) (a+mP=0 (0) 


gilt. Die 0° Werte, die z für gegebenes $,»; annehmen kann, ergeben sich 


U 
hieraus zu je Ö einander gleich, sodaß nur d von einander verschieden sind, 
» doo ab . 
und es folgt also, daß 2 für gegebenes x, y statt «ab nur —, verschiedene 
‘ ( 
Werte hat. 
Wollen wir $,n,z als ganze Potenzreihen zweier Größen , v dar- 


stellen, so ist es am einfachsten, wir setzen 


(13.) & — qı* u”, 7 — yy yuitı h 


Journal für Mathematik Bd. 135. Heft 4. 
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wo 4, 4,. u, u, ganze positive Zahlen sind, die so zu bestimmen sind, daß 
> eine gewöhnliche Potenzreihe von ”, » wird und daß zu verschiedenen 
Wertepaaren , » verschiedene Stellen des Gebildes gehören. Dazu ist zu- 
nächst notwendig, daß die Kongruenzen bestehen 


(14.) .a+um =) (0), LKo+tup=V (0), 


und zwar für alle in (11.) vorkommenden Zahlenpaare «, ?. Diese Be- 
dingungen können wir in eine zusammenfassen. Da der größte gemeinsame 
Teiler der @ zu 0 teilerfremd ist, lassen sich ganze Zahlen g,; so be- 
stimmen, daß 


= PR G, ; 0 
zu 0 teilerfremd ist. Setzen wir ferner 


> m 
b ag PR Ja si?» 


so folgt aus (12.) 
(15.) latmb=0 (0) 


und daraus, daß auch b zu d teilerfremd ist. Wir können dann die Be- 
dingung (14.) durch die Bedingung 


(16.) hatub=0 (0) 


ersetzen. Denn aus (15.) und (16.) folgt, da a und b teilerfremd zu Ö' sind, 
daß die Determinante 


(17.) l«u-mi=0 (0). 
Hieraus und aus (12.) ergibt sich 
nm(e+upß)Zluo+mup=ulle+mpP)=0 (0), 
also, da m zu 0 teilerfremd ist, die Bedingung (14.). Setzen wir daher 
(18.) cyan, 


so wird durch (13.) x dann und nur dann eine gewöhnliche Potenzreihe von 
u,» wenn durch (13.) < rational wird, wenn also A, A,, «, «u, den Kongruenzen 
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(19.) ‚sa+tub=0 (d), Katub=0 (Ö 


genügen. 
Nun sollen aber auch zu verschiedenen Wertepaaren v, » verschiedene 


Stellen des Gebildes gehören. Da die in (11.) vorkommenden Wurzeln 
0) ._ . 0 . . 
y:“n? bis auf ganzzahlige Potenzen von & und „7 gleich Potenzen von { 


sind, so ist diese Bedingung erfüllt, wenn zu verschiedenen Werte- 
paaren v, » verschiedene Wertetripel S$, n7.Z gehören. Das ist sicher der 
Fall, wenn durch $,n,{ die Größen «, » eindeutig bestimmt sind, wenn es 
also ganze Zahlen a, b.c: a,. b,,c, gibt, so daß 


(20.) 7 —£" u |} S ) h “ N 


I 


wird. Um die Bedingungen dafür aufzustellen, schreiben wir die Kon- 
gruenzen (19.) als Gleichungen in der Form 


(19'.) katub=rd, Aa+tub=rd. 
Dann wird 


(18'.) C—=uv’i, 


Die Gleichungen (20.) sind nun identisch mit 


(21 \ dl +bu +cr —], ad +, u +16, y =), 
WERE al+bu, ter =0, h+bu+teor,=l. 

Sollen diese Gleichungen lösbar sein, so ist notwendig und hinreichend, daß 
die Unterdeterminanten der Matrix 


, uv 
(22.) zu 
, u, 9, 


keinen gemeinsamen Teiler haben. Es heiße die Unterdeterminante, die 
urch Fortlassen der :- <olonne entsteht, /,.. Dann ist nach (19'.) 
durch Fortlassen der :-ten Kolonne entsteht, /,. Dann ist nach (19, 


(23.) ISa=—-A0, Hb=4,l. 
Es muß also 7, durch teilbar sein. Hätte aber 4A, noch einen anderen 
Faktor, so ginge dieser in 4, und 4, auf, wäre also gemeinsamer Teiler 


von 4,, 4,, 4. Daher ist 4,=+Jd. Dann aber haben 4, 4, I; keinen 
40* 
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gemeinsamen Teiler; denn aus (23.) folgt jetzt a=F 4, b=+ 4,, und a und b 
sind teilerfremd zu d=+4. Wir nennen zwei Zahlenpaare A, u; A, «, 
die allen Anforderungen genügen, zu einander adjungiert, und zwar nennen 


wir, wenn 4,=4uw,—A,u=+0 ist, 4, «u das erste und A,,«, das zweite Paar. 


$ A. 


Nun liefert uns aber eıne Entwicklung, wie wir sie für z mit Hilfe 
von (13.) erhalten, nicht alle Werte von z. Es genügt aber, wie wir jetzt 
zeigen wollen, eine endliche Anzahl derartiger Entwicklungen. Wir be- 
weisen zunächst folgenden Satz. Es seien 4, « zwei ganze Zahlen, die 
folgenden Bedingungen genügen 


1.) A>0, u>0, 
(24.) 2.) kat+ub=rd, wo v eine ganze Zahl, 
| 3.) A, u, r teilerfremd. 


Dann läßt sich zu A, u als erstem Paar ein adjungiertes A,, «, als zweites 
so bestimmen, daB 0 <A,<A, u, >O ist. Um diesen Satz zu beweisen, 
haben wir nach dem vorigen die Zahlen 4,, «, so zu bestimmen, daß sie 
den Bedingungen genügen 


LISTE >08, 
1.) aa+u,b=0 (0), 
III) Au, —4,u=0. 


N 
IN) 
or 

ns 


Die Zahlen A; «« können einen gemeinsamen Teiler d, haben. Dieser muß 
aber ein Teiler von d sein, da aus (24.) 2.) folgen würde, daß er sonst 
auch in v aufgeht. Dieser Teiler ist nach (24.) 3.) teilerfremd zu v. Es 
sei 0=d,d,, A=4d,, u=u,. 

Es seien A”, «“” zwei ganze Zahlen, die der Bedingung 


Ku) u I) =), 
genügen. Sie seien so gewählt, daß 4 nicht negativ und möglichst klein, 


also kleiner als 4’, ist. Dann läßt sich jede Lösung von (25.) Ill.) in der 
Form schreiben 


(26.) N Hg, wu” +gu, 


wo g eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt 
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(27.) „,a+u,b=iNa+u"b+gd,r. 
Es ergibt sich aber aus den Kongruenzen 
um Nu! =0 (d,), al +bu=t (d)), 
da A, « zu d, teilerfremd sind, daß die Determinante 
Na+u"!b=0 (d,), 


Daher ist nach (27.) A,a-+u,b jedenfalls durch d, teilbar. Da aber v zu 
d, teilerfremd ist, so läßt sich in (27.) y so bestimmen, daß A,a+ «,b durch 
d,d,—=0d teilbar wird. Dabei können wir noch annehmen, daß y kleiner als ), 
und nicht negativ ist. Die sich so ergebenden Zahlen #,, «, erfüllen dann 
sicher die Bedingungen (25.) 1.) und III), aber auch die Bedingung 11.); denn 
zunächst ist 4, —>0 da A” >0 und 49>0, ferner ist aber AI<A, <<), 
. - . er . Be » Ö _- ). I E 
also 4, =4" +92 <1=0,7 und schließlich folgt aus IIL), daB u,= 0. 
Damit ist aber unser Satz bewiesen. 
Wir gehen nun von dem Zahlenpaare 


A, = Ö, 4,=V 


aus, das die Bedingungen (24.) erfüllt, und bestimmen dazu ein zweites ad- 
jungiertes Paar A,,«,, so daß 4,<C4. Ist 4,+0, so können wir, da dann 
auch #,, «, den Bedingungen (24.) genügen, zu 4,, «, ein zweites adjungiertes 
Paar A,, «u, bestimmen, und zwar so, daß 4,<4. Ist auch 4,#0, so können 
wir fortfahren. Wir erhalten auf diese Weise eine Reihe von Zahlenpaaren 
},, u,, von denen immer zwei auf einander folgende zu einander adjungiert sind, 
und zwar ist immer von zwei adjungierten Zahlenpaaren das frühere das 
erste und das spätere das zweite Paar. Diese heihe muß abbrechen, da 
die positiven Zahlen 4, immer kleiner werden, so daß schließlich ein A, auf- 
tritt, das Null ist. Dies sei 4,. Setzen wir 


ne 2; _ u; 
s= u,* In 7 — U, In “ ( 1,2, ) 


ı E13 ) 


so wird für jede dieser » Annahmen > eine gewöhnliche Potenzreihe von 
u,,0;. Diese Entwicklungen von x nennen wir der Reihe nach die erste, 


zweite, bis »-te Entwicklung von z. 

























304 Jung, algebraische Funktionen von x,y in der Umgebung von &=a, y=b. 


ls konvergiere die Reihe für = in dem Gebiete &<oe, n<o. 
Dann müssen wir die Größen «,,v, so beschränken, daß &,n sicher in dem 
Gebiete &<Zo, 7 <o bleiben. Das ist der Fall, wie man sich leicht 
durch Ausreehnung überzeugt, wenn wir die Größen ,, v, den Bedingungen 


Ta I<omtigki, ", <img Mimi 


unterwerfen. (Geben wir 5 einen festen Wert im Gebiete 5 <Zo, so liefert 
uns die -te der Entwicklungen für > alle Werte von > für diejenigen 
Werte von n, die den Bedingungen 


u; 


a, gHi << grtigi | f 5 ki 
ut= ]<otöe", dh n>ea 
. Di 3 g 
i:_; „H—1 
en <ot-ga-, dh not: 
_ As 0 
genügen. Wir setzen der Übersichtlichkeit halber 
4; 
vorn G=U,1,...n) 
TEN 


so daß also wegen «,„—0 und 4,— 0 
1=0o und r,=0 


wird. Da allgemein 4,_, ,—w,_,4,=0, so folgt 


it; u;—ı 
— = 50, 
); i—1 
Daher ist für S <o 
u; m: —ı 
i;—ı 0 ' 


=> >>. D>nr,=0. 


Die erste Entwicklung für s gibt uns daher, wenn S im Gebiete S|<eE 
vegeben ist, alle Werte von = für diejenigen Werte von n, für die 
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> N -—Tıf 
die zweite Entwicklung für diejenigen Werte von 7, für die 
| er > el >T.; 
usw. und schließlich die »-te Entwicklung für diejenigen Werte von »,. für die 


> 


T > N. 


n—1+- 


Alle Entwicklungen zusammen geben uns also für irgend einen Wert von & 
in £<£o alle Werte von = für die Werte von 7 in n <o. 

Es sind noch die Größen ,, v, durch Größen des Körpers X zu 
ersetzen. Nun gelten folgende Sätze, die ich bei anderer Gelegenheit be- 
weisen möchte. Es lassen sich Funktionen S,,n,,©, aus A so bestimmen. 
daß sie sich von &,n7,Z um Faktoren unterscheiden, die sich, wenn wir für 2 
die Reihe (1.) des $ 1 einführen, als gewöhnliche Potenzreihen von x«, yı dar- 
stellen lassen, die für @=y=0 nicht verschwinden. Nun waren aber die 
Hilfsgrößen ”,,v; so gewählt, dab sie sich in der Form darstellen ließen 


wo die Exponenten von $5,n,< ganze Zahlen sind. Setzen wir 


2m. — __ ka; .b,'e, 

1,= 5] 11 >1.% v0, = 53 1, »i 9 
so wird 

u, =U, Ei; v, . vB... 

wo E,, und Z,, gewöhnliche Potenzreihen von ,, v, werden, die für v,=r,—=Ü0 
nicht verschwinden. Daher werden die «,, v, auch gewöhnliche Potenzreihen 
von ,, v, und können durch die Funktionen «,, v, des Körpers A ersetzt 
werden. 


SD. 


Ein einfaches Beispiel hierzu ist 


t 
“ or 
Un 
m. 


Hier haben wir !=5, a=3, b=1. Wir finden der Reihe nach 
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4u=), ,=3, 


UW= 0, u= 1, W=2, u4=), 


,=1, 0, 


haben also zur ganzen Darstellung von [ in der Umgebung von (=0,n=0 
die drei Entwickelungen: 


E 5 3 _— 5 PER 3 Br 

1.) seu’,, n= "is Cautv!, 
11.) g=-Wr,, 7=WU, Cu, 
II. eu ,„ new, I=ur, 


Ill. Der allgemeine Fall. 


Ez 


Es sei kurz an die Definitionen des $ 4 des Abschnittes I erinnert. 
Es seien /;(x) die Verzweigungsstellen von A(«). Es sei wieder (x, y) die 
schon am Ende von Abschnitt I. definierte ganze rationale Funktion niedrigsten 
Grades, die die Faktoren y—#,(x) enthält. Ist das Aggregat der Glieder 
niedrigster Dimension von / bei der Entwicklung von P_ nach Potenzen 
von x, y durch . teilbar und ist ferner ©=0 eine Verzweigungskurve, so 
setzten wir @«P=J), in allen anderen Fällen ?P=J) und nannten die so de- 
finierte Funktion D die zu A(x) gehörende Verzweigungsfunktion. Die 
Glieder niedrigster Dimension von /) in x, y seien von der Dimension «. | 








Diese Zahl « nannten wir den Rang der Verzweigung. Die Fälle «=0 
oder «=1 haben wir im Abschnitt II erledigt. 

Wir nehmen daher «1 an und zeigen, daß man diesen Fall auf 
die einfachen Fälle des Abschnittes II zurückführen kann. | 

Wir führen statt x, y neue Veränderliche &,n7 ein durch eine lineare 
Transformation mit nicht verschwindender Determinante. Der Umgebung \ 
der Stelle «=0, y=0 entspricht dann eindeutig die Umgebung der Stelle } 


S=0, n=0. Auch sind die Zusammenhangsverhältnisse der z-Werte für die 

beiden Umgebungen dieselben. Dadurch gehe D in 4 über. Die Trans- 
formation soll so gewählt werden, daß in / die Glieder mit 5“, 7“ vor- 
kommen. In dem Falle, wo in D das Glied y“ vorkommt, nehmen wir | 
bei der Transformation x=£; wir können dann immer noch erreichen, dab | 
in ./ die Glieder mit &“, „“ vorkommen. 





Be RS SE: 


DE en ERSTES DEREN. 





ET 
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Für die neuen Veränderlichen gelten dieselben Überlegungen wie 
für die Veränderlichen x, y. Die Projektionen der Verzweigungskurven für 
die neuen Veränderlichen werden uns, soweit sie durch die Stelle &=0, 7— 0 
hindurchgehen, bei unseren Festsetzungen über /) und die lineare 'Trans- 
formation, gegeben durch /=0, wozu noch <=0 kommen kann. 

Wir beschränken &,n auf ein Gebiet &</e, n<Zo und denken uns 
die Werte von = für einen bestimmten Wert von & wieder auf einem Stück 
einer /tiemannschen Fläche, das den Punkt „= 0 umgibt, ausgebreitet. Wir 
bezeichnen dies Stück mit P(£). Es habe 7 Blätter. Die Verzweigungs- 
punkte dieser Fläche P finden wir durch Zerlegung von 4. Es sei 


‚ 1 (N — 4) (n u v2 + (1 — I.) FE, 


wo E eine Einheit für $=0, n=0 ist und wo die 3; für <=0 verschwinden. 
Dann sind die 9, die Verzweigungspunkte von P, wenn nur o und o passend 
gewählt sind. 

Nach unseren Voraussetzungen beginnen die Potenzreihen 9, mit der 
ersten Potenz von S. Im genaueren sei 


3=a,5+a,5%+ a, $ +", (1. £ u 


wo die «, nieht Null sind. 


Wir setzen 


Dadurch wird die Fläche P auf eine Fläche abgebildet, die die 
w-Ebene in der Umgebung des Nullpunktes -fach überdeckt. Wir bezeichnen 
sie mit W(£). Die Abbildung besteht in einer Drehung um den Nullpunkt 
und einer Ähnlichkeitstransformation und ist natürlich von & abhängig. Die 
Verzweigungspunkte von }V entsprechen den Verzweigungspunkten von P, 


Du 


sind also die Stellen $”"'4, oder, wenn wir setzen 
ER ale -+ U;g ei ... =). i=1.2...u) 


die Stellen «;+ 1. 
Die « Größen «a, können alle oder zum Teil einander gleich sein. Es 
seien etwa die ersten A unter einander gleich, also gleich «, und die letzten 
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«—4, also gleich «,. Dieser Fall genügt, um den allgemeinen Fall deut- 
lich zu übersehen. Da die Funktionen { für <=0 verschwinden, so liegen 





- 


die Verzweigungspunkte in der Umgebung der Stellen «,, mithin der beiden 
Steilen @«, und @«.. Wir können daher um diese Punkte Kreise mit den 
Radien », und », beschreiben, so daß für $<e die Punkte &7"9,,57"9,,...57'9, 
innerhalb des ersten und die Punkte 59,1, 5", 42,...57'%, innerhalb des 
zweiten Kreises bleiben. Ferner zeichnen wir einen Kreis mit dem Ra- 
dius r, um den Nullpunkt, der die beiden anderen Kreise einschließt. Wir 
wollen die beiden Kreise um a, und a, so wählen, daß sie sich nicht 
schneiden, was bei hinreichend klein gewähltem oe möglich ist. Es seien 
ferner 7, und o so gewählt, daß für w <r) und &<{e sicher 7 <o wird. 
Die drei Kreise denken wir uns in der Fläche W in jedem ihrer ? Blätter 
gezeichnet. Das von den 3/5 Kreisen eingeschlossene Gebiet heiße (@. 
Wir zeichnen ferner um die Punkte «,,«a, und den Nullpunkt Kreise mit 
den Radien 7, >r,,r,.>r, und 7,<{r,, die sich nicht schneiden, und deren 
letzter die beiden ersten einschließt. Das von ihnen begrenzte Gebiet 
heiße @. Die Gebiete @, @ bestehen aus ;? kongruenten in den 
P Blättern von I über einander liegenden Stücken. Ihre Gestalt ist von 5 
unabhängig. Dem (Gebiete (7 entspricht in der Fläche P ein Gebiet, das 
wir I’ nennen; es besteht auch aus 5 kongruenten Stücken, deren jedes 
von drei Kreisen begrenzt wird, nämlich von drei Kreisen um die Stellen 
,$, a,s und den Nullpunkt mit den Radien 7,5, 25, 7,5. Dies Gebiet hängt 
von 5 ab und wird gleichzeitig mit 5 unendlich klein. Es liegt zufolge der 
über », und oe gemachten Voraussetzung für jedes s, für das $ <o, ganz im 
(sebiete 7)<o. Wir bezeichnen ferner das durch die > Kreise mit dem 
Radius >, um «, begrenzte Gebiet von I mit G, und das durch die > Kreise 
um «, mit dem Radius r, begrenzte Gebiet von I’ mit @,. Die @,, @, 
in P entsprechenden Gebiete nennen wir 7‘, /,. Das Gebiet von P, das 
noch nicht benannt ist und das außerhalb der # um den Nullpunkt mit dem 
Radius »,/$| beschriebenen Kreise liegt, heiße 7). 









































$ 3. 

Das (rebiet I. Wir können das Gebiet @ mit einer endlichen An- 
zahl von Kreisen ganz überdecken, die zwar die Grenze von @ schneiden, 
aber nicht die von @. Es liegen dann in keinem dieser Kreise für &<e 
Verzweigungspunkte, da diese nach unseren Voraussetzungen für |$ <o nicht 
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aus den Gebieten @,, (, herauskönnen. Einer dieser Kreise sei A. Im 
Innern dieses Kreises ist z eine algebraische Funktion von w und &, die 
höchstens die Verzweigungskurve $=0 hat. Wir haben also den Fall 1.) 
von Abschnitt II, $ 1. Die Entwicklung, die wir nach dem dort angege- 
benen Verfahren für z bekommen, kann uns übrigens unter Umständen außer 
den in dem Kreise 4 ausgebreiteten Werten von z auch solche Werte von : 
liefern, die in einem oder mehreren der über oder unter % liegenden, mit & 
kongruenten Kreise ausgebreitet sind. Denn, wenn auch diese einzelnen 
Kreisflächen für konstantes $ nicht mit einander zusammenhängen, so ist es 
doch nicht ausgeschlossen, daß sie durch Variieren von & in einander über- 
geführt werden können. Da für jeden der das Gebiet (7 überdeckenden 
Kreise Gleiches gilt, so können wir alle im Gebiete @, also auch alle im 
(rebiete I’, ausgebreiteten Werte von > in der am Schlusse der Einleitung 
angegebenen Weise darstellen, und zwar für jedes 5, für das <<Zo. 

Das Gebiet T,. Wir können nach den Resultaten von Herrn Hensel 
einen Teil des von uns betrachteten Zweiges z nach Potenzen von $ ent- 
wickeln mit Koeffizienten, die algebraische Funktionen von »; sind. Da s=0 
eine Verzweigungskurve sein kann, so kann diese Entwieklung nach ge- 


brochenen Potenzen von S fortschreiten, etwa nach Potenzen von &”. Die 
Koeffizienten lassen sich nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von 7 
entwickeln und können negative Potenzen von 7 enthalten. Denken wir uns 
, als konstant, so wird z eine algebraische Funktion von $ allein. Die Ver- 
zweigungspunkte dieser Funktion bekommen wir, indem wir die Funktion .7 
in folgender Weise zerlegen 


I=-(E-9)(E-9,)...(E-6,)E, 


- u/ 


wo E eine Einheit ist und wo die #, Potenzreihen von n) sind, die für „= 
verschwinden. Dann sind die Verzweigungspunkte die Stellen 9, zu denen 
noch, wenn S=0 eine Verzweigungskurve ist, die Stelle 5=0 kommt. Es 


- 


ist aber 

d.—=a7'n+t--, 
wo die a, die in den Entwicklungen der Verzweigungspunkte 4,($) von P 
vorkommenden Anfangskoeffizienten sind. Da die Größen «a, der Bedingung 


a; < r, genügen, so kann man o so klein gewählt annehmen, dab 
41° 
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für 7) < 0 alle Verzweigungspunkte außer = (0 außerhalb des um den 
Punkt $=0 mit dem Radius »r7' beschriebenen Kreises liegen. Die Reihe 
für 2 konvergiert dann innerhalb dieses Kreises, d. h. also wenn 


« 


Ir 


S<invs oder rn 0? 


N 


Schreiben wir daher die Reihe als Potenzreihe von „ und ihre Koeffizienten 
! 

als Potenzreihen von 7, so wird sie eine im allgemeinen nach gebrochenen 

Potenzen dieser Größen fortschreitende Reihe, die aber keine negativen 

Potenzen mehr enthält, da sie sonst nicht in dem ganzen angegebenen Gebiet 


konvergieren könnte. Wir setzen 


aan ı DE, el 


dann wird z eine Potenzreihe von x,,,, und diese stellt uns Werte von = 
dar, die in dem Gebiete 


n<o, n >iör, 


ausgebreitet sind, also im Gebiete /,. Jedoch bekommen wir eventuell nur 
die auf einem oder mehreren, aber nicht allen, der 5 Blätter, aus denen 7), 
besteht, ausgebreiteten Werte von z. Für die auf den anderen Stücken aus- 
gebreiteten Werte 2 gilt aber analoges. Die so erhaltene Reihe ist nach 
Abschnitt II weiter zu behandeln. 


SA. 


Die Gebiete I’, und T’,. Es genügt, von diesen beiden Gebieten eins 
zu betrachten, da für das andere analoges gilt. Wir betrachten das Gebiet 
/‘ oder statt dessen das Gebiet @,. Damit dem Mittelpunkte «, des Gebietes 
der Nullwert der Variablen entspricht, setzen wir w=a,+y, und der Gleich- 
mäßigkeit wegen $=.x.. Das Gebiet (@, kann in mehrere für konstantes z, 
nicht zusammenhängende Teile zerfallen, die aber eventuell zum Teil oder 
alle in einander übergeführt werden können durch Variieren von x,. Diese 
Teile sind einander kongruent, da die Fläche @, nach dem am Schlusse 
von $ 2 des Abschnittes I bewiesenen Satze folgende Eigenschaft hat. 
liegt an einer Stelle von @, ein Verzweigungspunkt der Ordnung «@—1, so 
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a) 
P 


ist « ein Teiler von 5 und es liegen an der Stelle 
4 


Verzweigungspunkte 


der Ordrung «—1 über einander. Wir betrachten eins der Gebiete, in die 
(7, bei konstantem x, zerfällt, und nennen es /},(x,). Für die anderen Teil- 
gebiete von (7, gilt analoges wie für A}. 

Das Gebiet A, hat vollkommen die wesentlichen Eigenschaften des 
Gebietes (x). Die zugehörige Verzweigungsfunktion erhalten wir aus 4, 
indem wir darin für 5,»; die neuen Größen ,,y, einführen. Es ist 


ne OR I_ \ 
4 HAT NYı)- 


Un 


Führen wir dies in 7 ein, so wird .7/ dureh x“ teilbar, Es sei 
A=2 Pla). 


Die Funktion P, entspricht dann der für das Gebiet /? mit /° bezeichneten 
Funktion. Wir setzen wieder, wenn 2,—=0 eine Verzweigungskurve ist und 
das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in x,,y, von P, durch #, 
teilbar ist, PA, =D,, in allen anderen Fällen A=D, Es ist dann D, 
die Verzweigungsfunktion von /},. Es handelt sich noch darum, den Rang «, 
der Verzweigung des Gebietes /f, zu bestimmen. Es seien die Glieder 
niedrigster Dimension von /, von der Dimension 4. Nun sind die Glieder 
der niedrigsten Dimension in 4 


(n —n&Nln — a.\ ( nun 3 
U un Ss) (J, das) ... 7 ds) 


oder nach unseren Annahmen über die Größen «,, 3, ... «7, 
(m 6 5) (n md, &)* 1. 


Führen wir hierin x,, y, ein und lassen den Faktor x fort, so bekommen 
wir folgende in P, vorkommenden Glieder 
Yla—a, ty)". 

Daraus folgt 4,<A. Ist nun 4,=4, so kommt in P, das Glied mit y/’ vor, 
es sind also die Glieder niedrigster Dimension nicht durch x, teilbar, so 
daß in diesem Falle D,=P}, ist und der Rang w,=4. Ist A,<A, so kann 
D,=a,P, sein. Es ist aber jedenfalls «,<A. Wir finden also «,<CA, und 
da A<u, so wird 








312 Jung, algebraische Funktionen von x, y in der Umgebung von =a, y=b. 


u,<u, 


Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn A=u ist, wenn also 
die Glieder niedrigster Dimension in ./ die w-te Potenz einer linearen 
Funktion von &,n sind und also die in J) die u-te Potenz einer linearen 
Funktion von xz,y. Ist «,.<u, so ist eine Vereinfachung eingetreten. Das 
(xebiet /t, ist nun genau so zu behandeln, wie das Gebiet A. Können wir 
zeigen, daß der Rang der sich aus A, ergebenden Gebiete schließlich gleich 
Null oder Eins werden muß, so ist damit gezeigt, daß wir schließlich auf 
die Fälle des Abschnittes II zurückkommen, die sich auf die dort angegebene 
Art behandeln lassen. Da der Rang, wie wir gesehen haben, nicht größer 
werden kann, so genügt es zu zeigen, daß er nicht fortwährend konstant 
bleiben kann. Wir beweisen also im nächsten Paragraphen, daß es auf 
einen Widerspruch führt, wenn wir annehmen, daß der Rang fortgesetzt gleich 
ıı bleibt. 


Es sei also der Rang von Z, wieder gleich «. Das kann auf zwei 
Arten eintreten. Zunächst muß jedenfalls A= u sein. Ist dann die Dimension 
der Anfangsglieder von /, auch «, so kommt in P, das Glied mit y vor 
und es ist dann D,=P.. Das ist die erste Art. Ist ferner die Dimension 
der Anfangsglieder von P, gleich «—1 und x,=0 eine Verzweigungskurve, 
so ist D,=.,P,, und der Rang von AR, wird auch «.. Das ist die zweite Art. 

Wir zeigen zunächst, daß die zweite Art höchstens einmal eintreten 
kann, wenn der Raug fortwährend gleich « bleiben soll. Es genügt, anzu- 
nehmen, daß die zweite Art gleich im Anfang auftritt. Es sei also I, =ı,P.. 
Da der Rang bei weiterer Transformation gleich « bleiben soll, so muß, 
wie wir in $ 4 sahen, das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in ), 
die «-te Potenz einer linearen Funktion sein, folglich, da D, den Faktor «, 
enthält, von der Form «ex, wo c eine Konstante ist. Die T'ransformation, 
die zu P, und D, führt und die der Transformation entspricht, die von x, y 


(über $,n) zu .,%, führt, können wir dann in der Form annehmen 


U =lY, Yızla (93 + konst.). 


Soll der Rang auch bei der nächsten Transformation gleich « bleiben und 
wieder der zweite Fall eintreten, so muß D,=.x, P, werden und es muß gerade 
wie oben das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension gleich einer Kon- 
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stanten mal x sein. Das ist aber nicht möglich, da /), durch x, teilbar ist 
und also ?, durch y.. Es tritt also der erste Fall ein, d. h. es wird D,—P’, 
und es enthält /, das Glied mit y. Da aber die Glieder niedrigster Di- 
mension in D, sich wieder auf die Potenz einer linearen Funktion von , Y, 
reduzieren müssen, so sind sie also gleich einer Konstanten mal y/. Die 
folgende Transformation kann daher in der Form angenommen werden 


I=d4, y=lzy;. 


Es wird dann die neue Funktion /, durch y, teilbar, so daß wieder nicht 
der zweite Fall eintreten kann. Es wird D,=P;,, und die Glieder niedrigster 
Dimension in /), reduzieren sich auf y/ mal einer Konstanten. Es verhält 
sich alles wieder genau wie bei /),, und es kann daher auch bei der fol- 
senden "Transformation nicht der zweite Fall eintreten. So würde es weiter 
gehen, und man sieht, wenn der Rang gleich « bleiben soll, so kann der 
zweite Fall überhaupt nicht mehr eintreten. 

Damit ist gezeigt, daß der Rang nur dadurch konstant bleiben kann, 
daß unendlich oft der erste Fall eintritt. Wir zeigen jetzt, daß auch das nicht 
möglich ist. Es sei also ),=P,, und 7), enthalte das Glied mit y/, so daß 
der erste Fall vorliegt. Die Transformation, die zu P, und D, führt, ist 
nach früherem in der Form anzunehmen 


wo c, und c, passend zu wählende Konstanten sind. Daraus folgt 
=, Y=lypt bi)aa, 
wenn wir ,+6=b, setzen. 
Es wird 


D,=ı#P:. 


Da wiederum der erste Fall eintreten soll, so enthält ?, das Glied mit ,% 
und es wird D,=P,. Die nächste Transformation ist wieder von der Form 


z=lz, y= (Y3 +b,)%;, 


und es wird 


D,=a$ P=a$D, 
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So geht es fort. Wir bekommen also folgendes Resultat. Es gibt eine un- 
endliche Folge von Transformationen 


«dı m — U, Yı u (Ya + b,) Nor 
Bet a a 
y—r, p=lp+b)8;, 


2, = „=lyrıtb,)%,; 


‚) 


aus denen folgt 


D,=%#D,, D,=ı% D;, .. D,=14,1D,a; ya 


oder, da ja 2,,, =, ist, 
: u R r N 
Day) Dr, Wr) 


e i : i ; j O1 er 
Aus den Transformationsformeln ergibt sich - rg = .7” und daher 
Jı 


O D, 2 la)» oDy+1 


1 
Oly+1 


Oyı 
Nun hat aber /) und also auch D, nach Voraussetzung keine mehrfachen 
Faktoren. Mithin können wir zwei ganze rationale Funktionen p und y 


von x,./, so bestimmen, daß 
OD x 
pD,+4 EJrR =4(2,) 


gleich einer ganzen rationalen Funktion von x, allein wird. Führen wir hierin 
die ersten » Transformationen aus, so wird die linke Seite mindestens teilbar 
durch 3%", während die rechte Seite unverändert bleibt. Da wir aber 
die Zahl v und damit » («—1), wenn «>1, beliebig groß annehmen können, 
so ergibt sich ein Widerspruch. 

Es muß also schließlich der Fall eintreten, daß man nur noch Gebiete 
zu behandeln hat, deren Rang gleich Null oder Eins ist. Damit ist aber 
der am Schlusse der Einleitung aufgestellte Satz bewiesen. 
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